1 CAMPOS ESCALARES

Calculo diferencial para termodinamica
Prof Jesus Hernandez Trujillo  Facultad de Quimica, UNAM

1. Campos escalares

Un campo escalar es una funciéon que depende de n variables y da como resultado un

ndmero (un escalar):
y = f(z1,29,...,2y), (1)

donde (z1,x9,...,2,) € D C R™, y D es el dominio de la funcion. Esta notacion significa
que D es un subconjunto de ", el cual tiene como elementos vectores, los cuales son
arreglos (x1,xa,...,%,) con n componentes.

Ejemplos:

1. y = f(z) = sen2z. En este caso, el dominio consiste en todos los niimeros reales,

RL. Se trata de una funciéon de una variable.

2. z = f(z,y) = 1+ 22 + 3. Esta funcién de dos variables tiene como dominio
al conjunto de todos los pares ordenados, 2. Notese que en lugar de usar los
simbolos x1 y 2, como en la ec. (1), se utilizaron x y y para denotar a las variables

independientes.

3. p=pn,V,T) =nRT/V. Se trata de una funcion de tres variables cuyo dominio
consiste en el conjunto de las ternas ordenadas (n,V,T) con V # 0. Usando la
notacion de conjuntos: D = {(n,V,T)|n,V,T € R,V # 0}. Esta es la ecuacion del
gas ideal, donde n representa el nimero de mol, V el volumen y T la temperatura.

Ademas, R, la constante de los gases, no es una variable, es un parametro constante.
La grafica de un campo escalar es el conjunto

G ={(x1,29,...,2n, f(z1,22,...,2,))|(x1,22,...,2,) € D}.

Noétese que G C R"FL. Es decir, la grafica de un campo escalar en n variables se

encuentra en R
Ejemplos:

4. y = f(x) = 3z + 1. La grafica de este campo escalar es el conjunto G = {(x, 3z +
1)|z € R} y estd en R2: G C N2, La grafica de una funcién escalar de una variable
es una curva en R2. En este caso, se trata de una recta con pendiente 3 y ordenada

al origen igual a 1.
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1 CAMPOS ESCALARES

5. z = f(z,y) = /22 +y?, cuya grifica es G = {(z,y, /22 +292)|(z,y) € R?}.
Ademés, G C R3. La grafica de una funciéon de dos variables es una superficie en

3. En este caso, se trata de un cono.

6. p= RT/V, la ecuacion de estado de 1 mol de gas ideal. Las lineas paralelas al eje

T son isocoras y las paralelas al eje v son isotermas.

7. La grafica de una funciéon de tres o més variables no puede ser trazada en el papel.

Por ejemplo: la grafica de w = f(z,y,2) = x + 2y + 3z se encuentra en R*.
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2 DERIVADAS DE CAMPOS ESCALARES

2. Derivadas de campos escalares

2.1. Derivadas ordinarias

Las derivadas ordinarias son aquellas de funciones de una variable. Sea y = f(z) un

campo escalar en una variable. El siguiente limite define a la derivada de la funcién en

xg € D:

f@)| _ o f@t A - f@) )

der |, A0 Ax 0

Geométricamente, la derivada es la pendiente, m, de la recta tangente a la grafica de

la funcién en el punto P(xg,yo) cuando el limite existe.

y=mx+b

/ i

2.2. Derivadas parciales

Las derivadas parciales son aquellas de funciones de varias variables. Por ejemplo, la

derivada parcial de z = f(x,y) con respecto a z, evaluada en (xg,y0) € D, es

Az—0 Azx

Ep 3)

(z0,y0) (z0,y0)

Adicionalmente, la correspondiente derivada parcial con respecto a y es

af(x7y) — lim f(x,y—i—Ay)—f(w,y)
8@/ )_ Ay—0 Ay

(4)

(0,0 (x0,y0)

Estas derivadas corresponden a las rectas tangentes a la grafica de la funcion en el
punto Q(zo, Yo, 20), donde zy = f(z0,yo), como se indica en la figura siguiente. Asimismo,

estas rectas definen un plano tangente a la superficie en el punto @) cuando el limite existe.
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2 DERIVADAS DE CAMPOS ESCALARES

En el caso general de un campo escalar en n variables, y = f(x1,x2,...,2,), la
derivada parcial con respecto a la i-ésima variable, se define de manera analoga:

of L flzr, ..oz + Ay, xy) — f(1,. 00, 20)
8:1,‘1' _Airlin—lm Al’l (5)

(1,05--%n,0) (%1,05+++5%n,0)

2.3. Derivadas parciales de orden superior

Sea, por ejemplo un campo escalar en dos variables, z = f(z,y). Al derivar estaa
funcioén, en general se obtienen nuevas funciones que dependen de las mismas variables
que z, es decir,de las variables x y y. Esas nuevas funciones a su vez pueden tener

derivadas parciales respecto a las mismas variables:

0’f 0 [(Of ?f 0 (Oof
dxdy Oz \ Oy

Notese que para obtener 92f/0yOx primero hay que derivar con respecto a z y
después con respecto a y, y que para obtener 9% f/0x0y primero se deriva respecto a y
y después respecto a x. Se dice que éstas son derivadas iteradas. Cuando las derivadas

iteradas son continuas en (xg,¥p), se cumple que

0% f 0% f
= : (6)
oydx Odxdy

Es decir, se cumple que las derivadas iteradas son iguales.

2.4. Evaluacion de derivadas parciales

A partir de la definicion de derivada parcial, ec. (5), para calcular 0f /0x; se considera
a las variables x; restantes (i # j) como constantes y se usan las reglas de las derivadas

ordinarias.
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2 DERIVADAS DE CAMPOS ESCALARES

Ejemplo:

8. Sea f(x,y) = %Y

of ol _0a® ., 0f Ot 40,
or  9r 0z = = 2we dy Oy ¥ ey T Y
Adicionalmente, las segundas derivadas son:
2 —y 2 —y
o°f :8[2:136 ] _ 9y o°f :8[2336 ] oy
Ox? Ox Oyox Oy
2 2,y 2 _ 20—y
af :8[ €re ] — _9peY 8_f:a[ ] :33‘2€_y
Ox0y Ox Oy? Oy

Notese que 0% f /Oydx = 9% f /0x0y.
Ejercicios:

1. Obtén las segundas derivadas parciales de f(z,y) = (3z + seny)? en P(0,7/2),
donde y esté expresado en radianes. Ayuda: Primero hay que sacar las derivadas y

después sustituir los valores z =0y y = 7/2.

Respuesta:
2 2
OF g F
Ox? Oyox
2 2
T OF_
0xdy oy?

2. Calcula las primeras derivadas parciales de

a) f(u,v,w) =u+v?Inv.

Respuesta:
of Jou=1, Of/ov=2vlnw, of/ow=1*/w

b) La ecuacion termodinamica de estado de van der Waals

RT a
=p(V.T)= —/— — 7
donde a y b son constantes.
Respuesta:
op 2 RT o _ R
ov  v3  (v—b)2 oT  wv—b
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3 DIFERENCIALES

3. Diferenciales

3.1. Campo escalar en una variable

En la siguiente figura, la curva negra es la representacion esquematica de una funcion

y = f(z).

Ay
Az

T

La pendiente de la recta secante (en color azul) a la curva esta dada por:

flo+Ax)— f@) _ Ay
Ax Ax
Cuando Az es pequeno, se obtiene (en color azul en el recuadro de la figura siguiente)

Msec =

una aproximacion a la recta tangente (en rojo), ésta tultima con pendiente mia,. De
acuerdo con la ec. (2), el resultado exacto se obtiene en el limite cuando Az — 0.

7 ~

. . if Ay
Yy Mtan -

: :ENASL‘

Por lo tanto:

En el limite cuando Az — 0:

- (L) ar o

Se us6 la notacién dr = Ax en ese limite y de manera analoga para dy. Esta expresion
define a la diferencial de y. Con ella, se puede calcular el efecto que tiene sobre la variable
dependiente, y, un cambio infinitesimal en la variable independiente, x; ese efecto depende

de la cual es la definicion de la funciéon y = f(z) y del valor de x en que se evalua.

Dos reglas para las diferenciales:

o d(u+v)=du+dv

o d(uv) = udv + vdu
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Ejemplos:

9. La diferencial de y = f(z) = sennz es

dsenmx

dy =

dr = mcosmx dr .

dzx

10. El area de la superficie de una esfera de radio r es A = 4712,

a) Su diferencial es

dA = 8mrdr.
b) Una esfera de radio r = 10 cm se expande a (a) 10.1, (b) 10.5 y (c¢) 11 cm.

Calcula una aproximacién al area superficial y compérala con el valor exacto

en cada caso.

Ar

Una aproximacioén al cambio en el valor del area es:
AAaprox = 8TrAr.
Cuando Ar = 0.1 cm:
AAuprox = 8mrAr = 87(10cm) (0.1 cm) = 87 cm? .
El valor exacto del cambio en el area es:
AA = 87(10.1cm)? — 87(10cm)? = 8.04 7 cm? .

Por lo tanto, el error cometido al hacer la aproximacion es AA — AA,prox =
0.04 cm?.
Se procede de la misma manera en los otros dos casos. Se resumen los resul-

tados en la siguiente tabla (valores en cm?).

Ar  Adaprox AA error

0.1 8w 8047w 0.047
0.1 407w 417 T
0.1 807w 84w 47

La discrepancia respecto al valor exacto aumenta con el valor de Ar.
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3.2. Diferencial total de un campo escalar en varias variables

La diferencial total de z = f(z,y) se define por

o () (2 0

donde dx y dy son las diferenciales de x y y, respectivamente, e indica cudl es el efecto
que tienen sobre la variable dependiente cambios infinitesimales en las variables indepen-
dientes. Ese efecto depende de la relacion funcional entre las variables y del valor (z,y)

en que se evalie. En el caso de una funciéon de mas variables la extension es directa.
Ejemplos:

11. La diferencial total de z = e~*+¥ es

de=oHy? e+’
dz = d d
2 o7 T + ay Y

= —e T gy 4 2ye_x+yzdy.

12. Encuentra la diferencial total de la presion de un gas ideal, p(n,V,T) = nRT/V.

_Op  Op Op
P=5.avtar
RT nRT nR
L=tl av + 2l ar
-3Vt

3.3. Diferenciales exactas e inexactas

g(z) dx es una cantidad infinitesimal pues en ella aparece la diferencial dz. La pre-
gunta de si es posible encontrar una funcion f(z) tal que df = g(x)dx usualmente tiene
una respuesta afirmativa, aunque existe la posibilidad de que g(z) no sea integrable y
que por tanto f(z) no exista. Fuera de esta ultima situacion, es posible afirmar que en

la mayorfa de los casos se cumple que f(z) = [ g(z)dz.
Ejemplo:

13. Encuentra f(z) tal que df = cos2zdz.

De acuerdo con lo 6n anterior,

sen 2x

f(:n):/cos2:nd:n: 5

donde c¢ es una constante de integraciéon arbitraria pues se trata de una integral no
definida (antiderivada).

+c,
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En el caso de una funcién de dos o més variables, la situacion es usualmente distinta.
Suponer que existe una variable infinitesimal en dos variables, llamada una diferencial,
dada por

o= P(z,y)dz + Q(z,y)dy . (10)

Se trata de definir las condiciones en que o es la diferencial total de un campo escalar
en dos variables, f(z,y). En otras palabras, se trata de responder a la pregunta de si
existe f(x,y) tal que o = df. En tal caso, se dice que o es una diferencial exacta; en el
contrario, que no lo es. Por lo tanto, de acuerdo con las ecs. (9) y(10), cuando o es una

diferencial exacta, se cumple que

oc=df = <%> dx + (g—;)dy,

tal que
af af
P = - = —.
@u) =5  Quwn=35
Ademés, como las derivadas iteradas son iguales, ec. (6), cuando una diferencial es exacta:
oP 0Q
— S 11
oy ox (11)
En el caso de tres variables,
es una diferencial exacta si 'y solo si
or_0Q  oP_OR  0Q _0R ”
oy Oz’ 92 oz’ Y 0z Oy’

Notaciéon termodindmica:

= Una diferencial exacta se denota como df.

= Una diferencial inexacta se denota como df.

Ejemplos:

14. —e= 2+ dgy + 2ye‘””+y2 dy es una diferencial exacta pues se trata de la diferencial
de f(z,y) = e™=".

15. Sin embargo, 2ye~ ¥’ dz—e =¥ dy no lo es pues, al identificar P(z,y) = 2ye=*T¥’
y Qz,y) = —e”

2 . . . .
T+Y” las derivadas parciales siguientes
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3 DIFERENCIALES

2ye Tty
a yeay — (2 +4y2)e—x+y2
d [ e‘xﬂﬂ]
= e_x+y2
Ay
llevan a concluir que

or , od
dy ox

16. Determina si (3952 + seny — ysen a:) dx+(x cosy + cos x — 2y) dy es una diferencial

exacta. Si lo es, encuentra el campo escalar correspondiente.

Las derivadas parciales

0 [3%2 + seny — y sen :E]
dy
0]z cosy + cosx — 2y]
Oz

= COSYy —senx

= COSy —senx

son iguales y, por lo tanto, se trata de una diferencial exacta.

Ademas, al identificar las derivadas parciales

of

P(z,y) = 525 322 +seny — ysenx
0
Qz,y) = 6—'§:$Cosy+coszn—2y

podemos obtener f(z,y) mediante el proceso inverso, la integracion parcial. Es
posible realizar la integracion de cualesquiera P(x,y) o Q(z,y) y el resultado es el

mismo. Por ejemplo, a partir de P(z,y):

flx,y) = / (33:2 + seny —ysen:n) dr =23 + zseny + ycos x + c(y)

La constante que aparece en la integraciéon parcial con respecto a x puede ser
funcion de y y por lo tanto se ha denotado por ¢(y). Para encontrar esta constante,

ahora hay que derivar f(z,y) con respecto a y:

O lz® +xseny +ycosx + ¢ d
[ yry (y)} =xcosy +cosz + _c(y) .
Jy dy

e igualar a Q(z,y) = xcosy + cosx — 2y:
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4 REGLA DE LA CADENA

d
xkﬁsy%—%—i—%j) = x&sy—k%—%

de(y)
= -2
dy y

Por lo tanto:

cy) = /(—2y) dy = —y* + k
vy k no depende de las variables x o y.

El resultado final es:

flz,y) = / (3:132 —I—Seny—ysenaz) de =23 +zseny +ycosz —y> + k

17. La primera ley de la termodindmica en su forma diferencial consiste en la igualdad
de una diferencial exacta (para la energia interna) con la suma de dos inexactas
(para el calor y el trabajo):

dU =dQ +adw

4. Regla de la cadena

4.1. Funciones de una variable

Sea la siguiente funcién de una variable:

y = f(u), donde wu=u(zx).
La derivada de y con respecto a x se obtiene mediante la regla de la cadena:

dy _ dy du
dr  dudx’
Ejemplo:

. 2
18. La derivada de y = ¢ /2 con respecto a z cuando u = sen z es:

2 2
dy dev’ /2 de" /2 dsenx
dx dx du dx
2 2
= we" /2 cosz = sen z cos ze*™ */2
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4.2. Funciones de varias variables

Sea por ejemplo z = f(x,y) donde = = z(u,v) y v = v(u,v). Mediante el uso de la

regla de la cadena, se pueden encontrar las derivadas parciales df/0u y 9f /0.

El siguiente diagrama resulta de Las derivadas parciales son:

tilidad:

. s _ 9201 020y
AT ou  Ox Ou Oy Ou
K, o: _ o2 or 00y

ov  dx dv Oy v

Las lineas denotan la dependencia de las variables en cada columna del diagrama

respecto a las variables a la derecha en el mismo diagrama: z depende de la columna en

azul y la columna en azul depende de la columna en rojo. En este caso, cada una de las

derivadas parciales contiene dos términos que, de acuerdo con las lineas, corresponden al

nimero de conexiones posibles que hay entre la z y las variables x y ¥, respectivamente.

El correspondiente diagrama es: Se obtiene la derivada ordinaria:
u
2 v x dz | Oz du  Ozdv | 0z dw
\W/ de  Oudr Ovdr Ow dx
Ejemplo:

19. Sea V(x,y) = 22 +y?, donde & = 7 cos@ y y = r sen d definen la transformacion a

coordenadas polares. Obtén OV/dr y V/96.

v _avar vy ov_ovar ov oy
or  O0x or Oy Or 06  O0x 99 Oy 06

Las derivadas requeridas son:

oV o(x* +y?) o _ o(z? + 4?)

ox Oz v oy oy Y
@_87‘0059_ 0 8_95_87‘0089__ 0
ar oar a0 or o
@_87‘86119_ 0 @_87‘86119_ 0
5 = By = sen %= o = 7 COos
Por lo tanto: oV
— =2z cosf + 2y senf
or

Al sustituir z y y en funciéon de r y 6:

ov
5 = 2r cos § cos @ + 2r sen B sen § = 2r(cos?  + sen® f) = 2r
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De manera anéloga:

v
%—T = 2z(—r senf) + 2y cos@ = —2r cosf senf + 2r senf cosf =0

Notese que si se sustituyen x y y en la definicién de V' se obtiene:
V(r,0) =r?

Por lo que
8V_87‘2_2 8V_87‘2_0
or  or 00 00

en concordancia con el uso de la regla de la cadena.

Ejercicio: Escribe las derivadas parciales de z = f(u,v,w) con respecto a z, y y 2

siu=u(x),v=1(y), u=u(x,z). Ayuda: Traza el diagrama correspondiente.

4.3. Regla ciclica

La regla ciclica es un caso particular de regla de la cadena que permite realizar deri-
vacion implicita. También puede usarse para expresar una derivada parcial en términos
de otras. Se trata aplicar la regla de la cadena a una funcién que se ha igualado a una
constante.

El primer caso a revisar es el de z = f(x,y) = k, donde k es una constante. Ademas,
se considera que es funcion de z, es decir y = y(x) a pesar de que en ocasiones no
puede obtenerse una expresiéon explicita para y en términos de x. Esto se debe a que
en ocasiones no es posible despejar y a partir de la igualdad f(z,y) = k. En este caso,

mediante la regla de la cadena, y como la derivada de una constante vale cero, se obtiene:

o dE
dx dx

0z %:1?(1 0z dy
Oz dx Oy dx

Por lo tanto:

9z
@ _ __Ox
dx dz

dy

Ejemplo:

20. Obtén dy/dx si y? 4+ e** — x = 3. Al hacer la identificacion f(z,y) = 3% + €** — 2

y observar que la funcion esta igualada a una constante (el valor 3 en este caso):

Prof. Jestis Hernandez T. Facultad de Quimica, UNAM
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4 REGLA DE LA CADENA

dy _
dx

(% [yz + 2 — !E] 2e%7 1
(% [y? + ¢2 — 1] 2y

Se trata del mismo resultado que se obtiene si se realiza la derivaciéon implicita de
acuerdo con las técnicas del calculo de una variable:

d 2 2z _ @
%[y +e .Z'] = dr

d
w yoer 1 = 0
dx

A partir de la segunda igualdad se llega al mismo resultado que con la regla ciclica:

dy 2e% — 1
dx 2y

El siguiente caso a revisar es el de una funcién de tres variables igualada a una

constante, w(z,y,z) = k. Ahora se considera que z = z(z,y), aunque en ocasiones no

es posible despejar z de la igualdad w(zx,y,z) = k. En este caso, pueden obtenerse dos

derivadas parciales: una con respecto a z y la otra con respecto a y.

ow _ ok,
or  Oxr

Lo durde
- Ox Bx 0z Or

A partir de la dltima igualdad se obtiene:

0
o _ o
oxr dw

0z

Ademas, al derivar parcialmente w respecto a y e igualar a cero, se obtiene:

ow
9z _ 9y
Jy ow

0z

La regla ciclica, dada por las dos ultimas expresiones, permite realizar derivacién
parcial implicita.
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Ejemplo:
21. Obtén las derivadas parciales de z con respecto a x y con respecto a y a partir de
e +e/+Inr+Iny+ze* =1.

Al aplicar la regla ciclica:

0
%:_ 75 e’ +e’ +Inz +Iny + ze] :_e:rq_l/gj
z z
O % [e® +eY+1Inz+Iny + ze?] zerte
0
%:_ 8—y[em+ey+lnx+lny+zez] :_ey+1/y
Oy % [ +eY+Inz+Iny + ze?] ze* + ¢

En algunas aplicaciones, como en el caso de la termodinédmica, es necesario indicar

en una derivada parcial qué variables se han mantenido fijas. Por ejemplo, en la siguiente

(),

se ha mantenido la variable p constante, la cual en termodindmica indica un proceso

derivada

(isobarico en este caso).
En el caso de la regla ciclica, es conveniente reescribir las correspondientes expresiones

con esta notacién. Por ejemplo:

En el caso de la derivada parcial del volumen respecto a la temperatura a presion

constante anterior, la regla ciclica toma la forma:
vy (&)
oV 9T )y (14)
ory,

Ejemplo:

22. Obtén la derivada del volumen de un gas de van der Waals respecto a la tempera-

tura a presion constante.
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Primeramente, hay que notar que no es posible despejar el volumen de la ec. (7)
para obtener directamente la derivada en cuestiéon. Por lo tanto, hay que usar la

regla ciclica:

(8_V> - _ (%> :_i

Adicionalmente, la ec. (14) ilustra como aunque en ocasiones no exista un método
experimental apropiado o disponible para la evaluaciéon de una derivada parcial necesaria
para la solucién de algiin problema, es posible expresarla en términos de otras que si
sean accesibles. Por otro lado, en la formulacién de una teoria en ocasiones es necesario
expresar algunas derivadas en términos de otras.

Por ejemplo, puede ser de interés obtener (0V/0T), experimentalmente para conocer
el efecto de la temperatura sobre el volumen de un material a presiéon constante. Con el

uso de la regla ciclica surgen dos alternativas. Se realiza:

= Un experimento a p constante en el que se mida directamente V' a diferentes valores
de T [el lado izquierdo de la ec. (14)].

O bien:

» Un experimento a V' constante en el que se mida p a diferentes valores de T [el
numerador de la ec. (14)] y ademas otro en el que ahora se mida p a diferentes

valores de V' a T constante [e]l denominador de la ec. (14)].

La mejor opciéon dependeréa, entre otras cosas, del sistema bajo estudio y de la dis-

ponibilidad técnica.

4.4. Otras expresiones ttiles

Sean
0z
@)
© (&),
y

A partir de (16):

). G
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4 REGLA DE LA CADENA

Al igualar (15) y (17), se obtiene:

Y/ 2

De acuerdo con este resultado, la regla ciclica también puede escribirse como:

). (), 2).
(5).(2).(8) -

El procedimiento utilizado muestra que (15), (19) y (20) son equivalentes.

O Como

Una relacién adicional de utilidad es

@) - %) (%) (21)
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