Introduccidn a las ecuaciones diferenciales

Jests Herndndez Trujillo
Facultad de Quimica, UNAM

Agosto de 2023

ISR s S ENT VA ET TR E R EN@ITIIIeE]  Introduccidn a las ecuaciones diferenciales Agosto de 2023

1/25



Definicién
Una ecuacién diferencial (ED) es aquella que contiene derivadas de una
funcién desconocida.

Ejemplos:
d
1. Y = cos(2mx) y = y(x)
dx
D S e (t) k constant
. m— = —kx X =x m
i , mYy k constantes
0%u  d%u  0%*u  p(x,y,2)
3. = = s Yo
Ox? + dy? + 022 €0 u=ulx,y,z)

€p constante

i Cémo se obtienen las funciones

y(x), x(t),y u(x,y, z)
de estos ejemplos?
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Clasificacion

ED ordinaria: La funcidén desconocida depende de una sola variable.

Ejemplo:

d?x(t)

F(t)=m a2 Segunda ley de Newton

ED parcial: La funcién desconocida depende de dos o mas variables.

Ejemplo:

82}’()" t) _ Vzaz.V(xa t) L .
Ot2 Ix2 Ecuacion de onda cldsica

Una ED ordinaria se puede escribir en la forma:

F(X’y,y,’y”,'--,y(n))=0 (]_)
Ejemplo:
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Orden de una ED: El orden de la mayor derivada en la ED.

Grado de una ED: El grado algebraico de la derivada de mayor orden en
la ED.

Ejercicios:
Expresa el orden y el grado de las siguientes EDs.

d?u(t) _ .2
dx ) dr2

3/2 2
dy\? d?y ,d3y dy
3. |1+ (— =8| — 4. x>~ 2 4347 —0
[ + (dx) ] (dx2 X a3 +y dx
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La solucion de una ED ordinaria es una funcidn

y = ¢(x) (2)
que la satisface (es decir, la cumple).

La solucién de una ED también puede expresarse de manera implicita:

g(x,¢) =0 (3)
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En el caso de una ED ordinaria, al sustituir y = ¢(x) en (1) se obtiene
una identidad:

F(x, $(x), ¢ (x), ¢"(x), ..., 0" (x)) =0

0=0
Ejemplos:
4. La funcidén y = (x 4+ 1)e* estd expresada en forma explicita y es
solucién de d
Y —x
- + = e
dx Y

5. La funcién 3x% 4 2y3 — 2 = 0 est3 expresada en forma implicita.

Mediante la regla de la cadena, es posible obtener la ecuacidn
diferencial:
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Ejercicios:

5. Verifica si las funciones indicadas son soluciones de las ecuaciones

diferenciales.
)y’ —y —6y =0, yi(x)=e"2 y(x) =e>.
2) (y')> —4xyy’ +8y? =0, y(x)=c(x— c)> tarea
3) xy' +y + x*y'e* =0, ,y3 =x%3e* - 2).
6. Encuentra r para que y(x) = e™ sea solucién de
y” + 2y’ + 10y = 0.

7. Encuentra r para que y(x) = x" sea solucién de
x2y" + 6xy’ + 4y = 0.

ISR s S ENT VA ET TR E R EN@ITIIIeE]  Introduccidn a las ecuaciones diferenciales Agosto de 2023

7/25



Ejercicios:
8. Escribe una ecuacién diferencial de la forma dy/dx = f(x, y) cuya
solucién y = g(x) tiene la propiedad indicada.
1) La pendiente de la gréfica de g(x) en el punto P(x,y) es la
suma de x y y.

2) La recta tangente a la grafica de g(x) en el punto P(x,y)
intersecta al eje x en el punto Q(x/2,0). Tarea
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Ejemplos:
6. x(t) = —5t + c1t + ¢ es solucién de
d?x(t) _
de2

7. y = sen x + c es solucién de

dy
— = cosx
dx

{ci} = parametros o constantes de integracion
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Graficamente, se obtienen familias de curvas integrales.

Ejemplo 6 Ejemplo 7
X y
QO/x a4t
fof 4
& ! N\
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Solucién particular: Se obtiene imponiendo condiciones para asignar
valores a las constantes de integracién.

La ED ordinaria
F(x,y,y',y",... ,y(n)) =0

con las condiciones iniciales

Y0 =y(x0), Yo =y (x0), -5 "V =y (x)

conduce a una solucién particular.
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m ED de primer orden:

dy

d_=f(x,y), y0=y(X0)
X

m ED de segundo orden:
d%y

] = f(x,y), Yo = Y(XO):Y6 = y'(x0)

; oy
pendiente: m = y,

solucién particular

X

ED primer orden ED segundo orden
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-
Ejemplo:

8. La ED para el movimiento de una particula en un campo

ravitacional,
. d?x
Tz =8

y las condiciones iniciales

dx(t
xo = x(0), wvp=v(0) = (t)

dt t=0

conducen a
x(t) = —%tz + vt + xo

l’(t)//—ﬂpendiente:vo v=00 Ay

U(]i
Lo

172? T

o
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Ejercicios:

9. Encuentra las EDs que tienen las siguientes soluciones generales.
1) y=x34cosx +c.
2) y = cj cos(2x) + c2 sen(2x).
3) El sistema de circunferencias con centro en P(0, 0). (solucién
implicita).

10. Verifica que y(x) = c1e* + c2€%* es solucién de y”’ — 3y’ +2y =0
y encuentra las constantes ¢ y ¢ tales que y(0) =1y y’(0) = —1.
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Clasificacion de EDs ordinarias
Lineales de orden n. Son de la forma:

Ly (x) = g(x) (4)
donde

n n—1

dnl

es el operador diferencial lineal de orden n.

Lc"

+ ...+ ap(x) (5)

La ec. (4) se puede escribir como:
n n—l

W02 +a 10T Tttty =g0)  (6)

dnl

No lineales. Las que no tienen la forma de la ec. (4).

= Con frecuencia, las EDs no lineales son dificiles o imposibles de
resolver analiticamente.
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Identifica cudles de las siguientes EDs son lineales.
1. x2d?y/dx? + xdy/dx + 2y = sen x.
2. (14 y)d%y/dt? + tdy/dt +y =Int.

3. yy+x=0.
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Una ED lineal homogénea es de la forma

L'y =0 (7)
Explicitamente:
n n—ly
a,,(x) +a,, 1(x )d" T+ ... ta(x)y=0 (8)
tiene la solucién general
ya(x) = ay1(x) + cay2(x) + - . . + €aya(x) (9)

Adicionalmente, las funciones

{y1(x), Y2(X), 000 7yn(x)}

son linealmente independientes; cada una de ellas satisface (7).
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Es decir:

L'%(x) =0,L"(x) =0,...,L"(x) =0

Por lo tanto, dado que L£" es un operador lineal:

Lyn(x) = L'[cry1(x) + c2y2(x) + ... + cayn(x)]
=alyi(x) + 2Ly (x) + ... + cn L "yn(x)
=ca(0)+c0)+...+c,(0)=0
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Sea yp(x) una solucién distinta a yp(x) que satisface la ED lineal no
homogenea, (6):
L yp(x) = g(x)

Al aplicar el operador L™ a la funcién y(x) = yn(x) + yp(x), se obtiene:
L%y (x) = L7yn(x) + yp(x)]
= L"yn(x) + Lyp(x)
=0+g(x) =g(x)

Por lo tanto, la solucién general de la ED lineal no homogénea [ec. (6):
L7y = g(x)] es

y(x) = yn(x) + yp(x) (10)
donde yp(x) estd dada por la ec. (9).

=> Para resolver (6) primero hay que resolver (7); después, encontrar
Yp(x).
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Ejercicios:

12. Verifica que la solucién dada satisface la ED correspondiente.
Identifica yp(x) y yp(x) en cada caso.

1) y(x) = c1eV3x 4 e~ V31X _ sen 2x, donde 1 = /—1;
d%y/dx? 4+ 3y = sen 2x.

2) y(t) = a1 + &/t + t/2; t>d%y/dt? + 2tdy/dt = t. (tarea)
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Existencia y unicidad de las soluciones de EDs ordinarias de ler orden

Teorema: El problema de valor inicial de ler. orden (no necesariamente
lineal): d
y
d_ =f(x,y), yo=y(x) (11)
Ix
tiene solucién dnica, y = ¢(x), si f y 8f /0y son continuas
en

{(x,y)la<x< bc<y<d}
que contiene a P(xp, ¥o) en un intervalo

x—0<x<xp+96, 6>0.
....... Y= o(x)

........ ]

1
a Sl70—5 o x0+5b
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Ejercicios:
Evalda la unicidad de las soluciones en los casos siguientes

16. dy/dx = x* —y, y(1.5) =1.

4

Solucién particular:
y =x2—2x—1.120e % 42

Si hay solucién tnica

LI Curvas integrales en P(1,5,0)

y=x2—-2x+ce X +2
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Ejercicios:
Evalda la unicidad de las soluciones en los casos siguientes

y(1.5) = 1.

16. dy/dx = x2 — y,
» f(x0,¥0) es la pendiente de

// \\ 4 . ‘ la recta tangentea y = y(x)
/ @\ \\ /// en P(xo, yo).

/ N~ , :
AR / = Las graficas de las pendientes

se llaman campos direccio-

=
~
3

S

|

i

(f f/ 7. ‘%/‘/ f
t / “f // // /7 ? ) nales.
o /‘// A Por ejemplo:
t Il / / Fo punto pendiente
S 0,00 02—0=0
“ (0,1.8) 02— 18=—-18

(1.5,1) 1.52-1=125
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Ejercicios:

Evalda la unicidad de las soluciones en los casos siguientes

16. dy/dx = x2 — y,

ar

y(1.5) = 1.

Las curvas
dy

— = f(x, =k
2 = [(0y)

se llaman iséclinas.

Herndndez Tr Itad de Quimica

En este caso, se trata de

parabolas:
y=x2>—k
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17. y dy/dx = x en los siguientes casos:
(a) y(0) =0, (b) y(0) =1.

La solucién de la ED es y2 — x2 = c.

Campo direccional:
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