Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
de segundo orden

Jesus Hernandez Trujillo
Facultad de Quimica, UNAM

Octubre de 2023



Ecuaciones diferenciales de segundo orden

Una ED de segundo orden es de la forma

f(wa Y, y,7 y”) =0 (1)
donde y = y(x).

—- La solucién general de una ED de segundo orden (lineal o no lineal)
involucra dos constantes de integracion.

Ejemplo:

y’' —g(x) =0
En este caso:
y" = g(x)

y (z) = / #(65) 5 = s2i(e3) -

y(x) = / p(z) + 1] de = q(@) + ez + c2
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En situaciones especificas, es posible reducir una ED de segundo orden a
una de primer orden.

Ejemplos:

1. y” = f(x,y’). La sustitucion v = y’ conduce a v’ = y”.

Por lo tanto:
v/ = f(xz,v).
Al resolver la ED de primer orden se obtiene v. Al integrar v,
dy
M = —
dx

se llega a la solucion deseada, y = y(x).
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2.y" = f(y,vy’). Lasustitucion v = y’ conduce a

v’ = f(y,v), donde y = y(x)

Mediante derivacion implicita:

dv dv dy ,dv dv
— — = = = — — = UV —
dx dy dx J dy dy

’U,
Se obtiene la ED de primer orden

dv

vd_y — f(yav)

donde y es la variable independiente.

Al integrar el resultado de la ED de primer orden, se llega a la solucion
deseada, y = y(x).
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Ecuacion diferencial lineal de segundo orden

ED linear ordinaria de segundo orden:

L2y(z) = g() (2)

donde
£2 = ax(0) o+ a1(2) " + ao(@) 3
= as\x)—— aj\xr)— aol\xr
2 da? U e 0
es el operador diferencial lineal de orden 2.

La ec. (2) se puede escribir como:

d? d
az(@)—— +a1(2) = + ao(@)y = 9(a) @

xr2

La solucion de ec. (2) es de la forma

y(z) = yn(x) + yp(x) (5)
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ED lineal ordinaria de segundo orden homogénea:
L*y(x) =0 (6)
La ec. (6) se puede escribir como:

d*y dy
02(33)@ + al(w)d_a: + ao(x)y =0 (7)

El espacio de soluciones de la ED homogénea es de dimension 2 y es de la
forma

yn(z) = c1y1(x) + c2y2(x) (8)

Principio de superposicion:

Siy1(x) y y2(x) son soluciones de (7), entonces, debido
a (8), ciyi(x) + cay2(x) también lo es.
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Conjunto fundamental.:

Cuando yi(x) y y2(x) son soluciones linealmente inde-
pendientes de (7), forman un conjunto fundamental.

Esto significa que
c1yi(x) + coy2(x) =0 < c¢c1=0 & c2=0

= No es posible expresar a una solucién en términos de la otra.

Ejemplo:

— sen x Y cos x son linealmente independientes; 1, sen? x y cos? x no lo son.

Por lo tanto:

= Unabase {yi1(x),y2(x)} del espacio de soluciones de la ED homogénea
es un conjunto fundamental.
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Sean las condiciones iniciales

¢(x0) = do, @' (z0) = B
para la ED homogénea. A partir de (8):

c1Y1(xo) + c2y2(xo) = @ (x0o)
c1y; (xo) + c2y5(xo) = @' (o)

Las constantes {c1, c2} se obtiene la resolver este sistema de ecuaciones.

LA ED lineal homogénea tiene solucion unica cuando

y1(To) y2(xo)
Y (zo) ya(xo)

| #+ 0, Veg € 1 (9)
—- Cualquier solucion de (7) se puede expresar como (8).
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El Wronskiano de y1(x) y y2(x) se define como

W(yla y2) —

yi(z) y2(x)
vi(@) vh(@) | o

El Wronskiano de un conjunto { fi(x), fa(x),..., fn(x)} es

fi(z)  fo(m) -0 fa(x)
Wi faens gy =| 0 @ @) (11)
A7) f27 (@) - )
Teorema:
Sean {y1(x), y2(x),...,yn(x)} soluciones linealmente inde-

pendientes de la ED L™y = 0 en un intervalo |. Entonces, el
conjunto de soluciones es linealmente independiente en I si y
solo siw (y,1,y2,...,yn) 7 0Vx € I.
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m W es una funcion de «.

Teorema:

W (y1,y2) esta dado por

a1(2) dm] (12)

az(x)

(Formula de Abel)

W (y1,y2) = cexp [—/

= Notaque W esigualaceroonoloesVx € I.

Ejercicio: Demuestra este teorema.
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Meétodo de los coeficientes indeterminados:

La ED con coeficientes constantes

d? dy
azd—z + ‘11— + a(z)y = g(x) (13)
donde
g(x) = e**p,(x)(A cos Bz + B sen Sx) (14)
Y pn(x) es un polinimio de grado n, tiene una solucion que incluye terminos
de este tipo.
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La forma de y,(x) en la ec. (5) es de la forma dada en la tabla.

g(x) Yp()

Pn(x) Tqn ()

eaw Awseaw

sen 3 0 cos (3 A cos Bx + B sen (Bx

= s es la multiplicidad de la raiz de la ecuacion caracteristica cuando g(x)
incluye términos de yp ().

= Si g(x) consiste en productos de la columna 1, y,(x) consiste en
productos de la columna 2.
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Algunos casos que ocurren cuando y,(x) no incluye parte de yp(x):

TABLE 4.4.1 Trial Particular Solutions
g(x) Formof y,
1. 1 (any constant) A
2, S5x+7 Ax+ B
3.3 -2 Ax>+ Bx + C
4. x> —x+1 Ax’ + Bx*+ Cx + E
5. sindx A cos 4x + B sin 4x
6. cos 4x A cos 4x + B sin 4x
7. e Ae’*
8. (9x — 2)e™ (Ax + B)e>*
9, x%e>* (Ax?> + Bx + C)e™*
10. e sin 4x Ae’t cos 4x + Be' sin 4x
11. 5x° sin 4x (Ax* + Bx + C) cos 4x + (Ex* + Fx + G) sin 4x
12. xe’* cos 4x (Ax + B)e’* cos 4x + (Cx + E)e’* sin 4x
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Metodo de superposicion:

Considera la ED. £2y = g(x) con solucion particular y,,:

£2yp — 9(513)
Sean:

n g(x) = 3.2, gi(@).
" ‘Czypi = gi(x).

Entonces: m - m
£2yp = Zgz(w) = Z £2ypi = L* Z Ypi
1=1 =1 1=1
Por lo tanto:

m
Yp = Z Yp;
1=1

Es decir, es posible descomponer una ED lineal no homogenea en m
ecuaciones lineales no homogeneas.
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