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Ecuaciones diferenciales: Operadores lineales
Prof. Jests Hernandez Trujillo Facultad de Quimica, UNAM

1. Introduccién

Las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales pueden expresarse como ecuaciones
de operadores. Por lo tanto, es posible utilizar algunas herramientas del algebra lineal
para entender la forma general que tienen las soluciones de este tipo de ecuaciones
diferenciales. A continuacién, se hace una breve exposicion sobre definiciones de operador
lineal, kernel, ecuaciones de operadores y su relacion con las ecuaciones diferenciales. Se
asumen conocimientos introductorios de algebra lineal de los cursos de Algebra Superior
y Calculo II. Para consultar conceptos béasicos relacionados con el tema (incluso para

quienes no cursan Calculo IT), se proporciona bibliografia al final del documento.

2. Operadores lineales

Un operador (también llamado transformacion) es una regla de asociacion entre
elementos de dos espacios Vectoriales En el siguiente esquema se presenta de manera
grafica esa regla de asociacion.

o aeWV;
Notacién: b= 0(a)
0:Vi =V, beVs
Vi Va

dominio imagen

La notacion O : Vi — V5 quiere decir que el operador O asocia elementos del espacio
vectorial V7 con elementos del espacio vectorial V5. Ademas, una vez que se selecciona
un elemento a que pertenece al dominio, su imagen es el elemento b = O(a).

Ejemplo 1. y = f(x) = 2z + sen2zx. La regla f asocia nimeros reales con nimeros
reales; a w/2 € R le corresponde el elemento 2(w/2) + sen(27/2) = © € R. Es decir,
f(rw/2) = w. Este ejemplo muestra que la definicion habitual de funciones estd incluida
en la de operadores.

Ejemplo 2. £? = zd?/dx? — 2d/dx. Este operador asocia funciones con funciones. La

4

accion de este operador sobre la funcion y = x* — 2 + 3 conduce a

L2y = =20+ 42°.

LA menos que se sefiale lo contrario, la discusién se limita a espacios vectoriales reales.
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2 OPERADORES LINEALES

Asimismo, esta ultima igualdad,

d’y dy
T3 —2-=-2r+ 423,
dz dx
es la ecuacion diferencial de sequndo orden con solucion particular y,(x) = zt — 2% + 3.
Este ejemplo ilustra como una ecuacion diferencial puede expresarse como una ecuacion

de operadores.

Ejemplo 3. Este ejemplo es tomado del curso de Estructura de la materia. La ecuacion
de Schridinger del dtomo de hidrégeno

Hip(z,y, 2) = Ep(z,y,2),

donde E es la energia atomica, es una ecuacion de operadores. H es el operador Hamil-
toniano:

2
= _2h—m [0%/02% 4+ 0% /0y* + 0%/02%] — 1/\/a? + y2 + 22

La ecuacion de Schridinger es una ecuacion diferencial y también una ecuacion de
operadores. Su solucion proporciona las funciones de onda del dtomo de hidrdgeno.

Un operador O es lineal si y sélo si para todo par u,v € Vi, y constantes ki, ko € R,
se cumple

O (k1f1 + kaf2) = k1O f1 + k2O fs. (1)

No todos los operadores cumplen con esta propiedad.

Ejemplo 4. El operador derivada es un operador lineal pues, por las propiedades de la
derivada, se cumple que
df

Tl (@) + g ()] = b+ S

Ejemplo 5. El operador diferencial de orden n es un operador lineal

—I-k‘2

n n dn—l d
LY = ()dn—l—an 1(zx )dxn_1+...+a1(:n)%+ao(x) (2)

Cualquier ecuacion diferencial lineal ordinaria de orden n puede escribirse en términos
de operadores.
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Ejercicio 1. El operador de traslacion de un vector en 2

se define como
T(h,k) (LL‘, y) = (ZL‘ + h7 Y+ k)

Por ejemplo, la traslacion del vector (z,y) =
(1,2) por el vector (h,k) = (2,1) conduce al
vector (3,3).

Verifica que el operador traslacion en R no es lineal.

3. Kernel de un operador lineal

Graficamente:

D

&

O X
Y. &
i ,N\/
\/{X

k)
()

<
N

S

El kernel (también llamado nucleo) del operador lineal O es el conjunto de todos los

elementos del dominio que tienen al elemento cero por imagen:

ker(0) = {v € V1|O(v) = 0}

Ejemplo 6. El operador identidad se define como Z(x,y,z) = (x,y,2). El kernel de T

es ker(Z) = {(0,0,0)} pues para que
I(z,y,2) = (z,y,2) = (0,0,0)
por la definicion de igualdad de vectores, se cumple que

z=20
y=0
z=0

Ejemplo 7. El operador A(z,y) = (2z,x —y) tiene por kernel al conjunto formado por

el vector (0,0). Esto se debe a que, para que se cumpla (2z,x —y) = (0,0), el sistema de

ecuactones

2z =0
r—y=0

tiene por solucion x =0 yy = 0.
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En los siguientes ejercicios, encuentra el kernel de cada operador.
Ejercicio 2. B(x,y) = (y,0).

Ejercicio 3. C(x1,x2,x3) = (221 + 229,21 + x3).

En lo que se refiere al curso de Ecuaciones diferenciales, el kernel del operador dife-
rencial de orden n, ec. (), es de dimension n:

dim[ker(L£")] =n

Esto significa que se requieren n funciones linealmente independientes para general
cualquier elemento del kernel.

rn El conjunto

. {yl(:l,‘),yz(l‘),---ayn(x)}

es linealmente independiente y

dominio imagen genera el subespacio ker(L")
espacios de funciones

Por lo tanto, la solucién de la ecuacion diferencial lineal ordinaria homogénea,

i dny dn—ly dy B
L y—an(:n)daj—n+an_1(az)W+...+a1(:p)%+a0(x)y—0, (3)

es el kernel del operador ﬁ”, el cual es de dimension n. La solucion general de la ec. (3)
es de la forma

yn(z) = c1y1(w) + caya(x) + ... + cpyn(2) (4)

donde ¢y, ¢, ..., ¢, son las constantes (pardametros) de integracion de la ecuacion dife-
rencial. Es decir, la solucion de la ec. (3] es una combinacion lineal de un conjunto de
funciones base. El problema de resolver la ecuaciéon diferencial lineal homogénea de orden
n consiste en encontrar un conjunto de funciones base {y1(x), y2(z), ..., yn(x)} del espa-
cio vectorial de funciones del dominio. Se trata de un conjunto fundamental de soluciones
cuando, para las condiciones iniciales y(zo) = yo, ¥ (x0) = Y, - - ., y™ ) (x0) = y(()n_l), el
Wronskiano es diferente de cero:

v Y2 o Un
Vi Yy Y,

w=| " S T #o0
yrt oyt yn!
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Una soluciéon particular de la ecuacion diferencial se obtiene al asignar valores a las
constantes {c1, ¢, ...,c,} a partir de las condiciones iniciales del problema. Esa soluciéon
particular es alguna de las funciones que forman parte del kernel del operador diferencial

lineal.

Ejemplo 8. FEl kernel del siguiente operador diferencial

s & d

“a? a0

es la solucion de la ecuacion diferencial

d? d
_g ~ Y ey =0
dx dz
En este caso, las funciones base {e73%,e?*} forman un conjunto fundamental de solucio-
nes pues
e—3x 6232

W:' =5e"* # 0para todox € R

_36—3x 262x

Estas funciones generan el subespacio de la solucion general:
y(x) = c1e73% 4 cpe*®

A partir de las condiciones iniciales y(0) = 1,4'(0) = —1 se obtiene la solucion
particular

4. Ecuaciones de operadores

Considera un operador lineal O : V; — V5. Ademés, sean y € Vi y g € V5. Una
ecuacion de operadores es de la forma

Oy=g (5)

Por ejemplo, la ecuaciéon de Schrondiger del Ejemplo 3 es una ecuacion de operadores.
Un problema que es importante resolver por sus posibles aplicaciones es el de encon-
trar y cuando g es conocido. Es decir, se trata de encontrar la soluciéon de la ecuacién de

operadores.
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Un caso particular es la ecuaciéon de operadores homogénea:
Oy=0 (6)
cuya solucion es ker(Q); es decir, y;, € ker(O). Por lo tanto:

Oy, =0 (7)

Ejemplo 9. El sistema de ecuaciones lineales

y1+2y2 —3y3 =0
y1 —3Y2 +ys = —5
—y1 + 8y2 + 5y3 = 10

se tiene la forma de una ecuacion de operadores:

A7 =1b,
donde
) -3 U1 0
A= 1 -3 1 , y=1 1y |, b= -5
-1 8 5 Y3 10

Esto se debe a que un operador lineal puede tener una representacion matricial. No-
tese que los vectores i y b se expresaron como columnas para que, por deﬁnicio’n,@ la
multiplicacion matricial Ay esté definida. La solucion de la ecuacion de operadores es

-2
y= 1
0
Es decir, la solucion del sistema de ecuaciones es y1 = 0, yo = —5, y3 = 10.

La ec. () es una ecuacion de operadores no homogénea. Sea y,, una solucion particular
de esta ecuacion, tal que

Oyp=y (8)

2Para que la multiplicacién matricial esté definida, el namero de columnas de la matriz A debe

"
coincidir con el niimero de renglones de b. Notese ademas que cuando un vector se expresa como rengléon
o como columna se contiene la misma informacién.
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Debido a que O es lineal, la ec. (), con k1 = ko = 1, conduce a
O(yn + yp) = Oy + Oy,

Tomando en cuenta a las ecuaciones (7)) y (8), se cumple que

O(yn+uyp) =9 9)

Es decir,
Y =yn+Yp (10)

es la solucion general de la ecuacion de operadores no homogénea, (Hl).

De manera analoga al ejercicio [Il geométrica-
mente la solucién del problema no homogéneo
se obtiene trasladando la solucién y; del pro-
blema homogéneo mediante la solucién y,,.

Al operador diferencial lineal de orden n, ec. (2), le corresponde la ecuacion de ope-
radores no homogénea
mn m—1
an(x)% + an_l(az)% o al(x)j—z + ao(2)y = g(x) (11)
En base a la presente discusién, para encontrar su solucién, primero hay que resolver
la correspondiente ecuacién homogénea, ec. ([B]). Adicionalmente, debido a la ec. (I0),
hay que encontrar la solucién particular y, para tener la soluciéon general de la ecuacion
diferencial lineal no homogénea. En el curso, se discutiran técnicas para encontrar yp y
yp de este tipo de ecuaciones.

Ejemplo 10. Sean £? = d?/dz?® + 3 y g(x) = €3*. La ecuacion diferencial asociada a
)

este operador y a la funcion g(x), L2y(z) = g(x), es
d%y
Z 743y = e3x
dz? Y
Mediante sustitucion directa, es posible verificar que la solucién de la correspondiente
ecuacion diferencial lineal ordinaria homogénea es

yn(x) = ¢1 cos V3x + ¢y senV3z
y que una solucion particular de la ecuacion no homogénea es

1
_63:(:‘

Yp(z) = 12
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Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial no homogénea es

1
y(x) = ¢1 cos V3z + o sen V3z + Ee?m

Cabe mencionar que la solucién de una ecuacion de operadores puede ser y = {}, el
conjunto vacio; en cuyo caso, la ecuacion no tiene solucién. Otro problema importante es
determinar si la ecuaciéon tiene una solucién tnica o no. Lo anterior lleva a los teoremas
de existencia y unicidad de las soluciones de la ecuaciéon de operadores. El problema de
unicidad se resuelve al examinar la ecuacion homogénea: Oy = 0 tiene solucién dnica si
y solo si ker(O) = {0}.

A continuacién, aunque no se trata de ecuaciones diferenciales, por simplicidad se
ilustra la situacién para la solucién de sistemas de ecuaciones lineales. Los sistemas
de ecuaciones siguientes se resuelven con los métodos habituales del curso de Algebra
Superior y se discuten en el contexto de las soluciones de las ecuaciones (Bl y (6). En

este documento no se profundizara mas en los teoremas de existencia y unicidad.

Ejemplo:

El sistema de ecuaciones lineales homogéneo By = 0 dado por

1 0 5 Y1 0
-2 1 3 v | =10
3 -1 2 Y3 0
no tiene solucién tnica. El sistema tiene soluciones que son de la forma
13 1
Y2 = Eyl’ Yys = —5311-

Se trata de un nimero infinito de soluciones porque y; puede tomar cualquier valor; es
decir, y1 € R es un grado de libertad. El kernel de B conforma la solucién del sistema

homogéneo y contiene los vectores de la forma:
=1 2u (12)

y no solamente al vector 0.
Adicionalmente, el siguiente sistema de ecuaciones lineales no homogéneo utilizando
la misma matriz B:

1 0 5 Y1
-2 1 3 Y2 =
3 -1 2 Y3
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también tiene un numero infinito de soluciones dado por

hn
Y= Y2 = yn + gp
Y3
donde 7, esta dado por la ec. (I2)), y
0
7= -1
p— 5
2
5
Noétese ademéas que
1 0 5 0 2
By,=| -2 1 3 -+ l=11
2
3 -1 2 =
como era de esperarse debido a la ec. (8.
Por otro lado, el sistema no homogéneo
1 0 5 Y1 1
21\ ) =S8 v | =1 —1
3 -1 2 Y3 4

no tiene solucién.

Geométricamente, este ultimo sis-
tema de ecuaciones no tiene solu-
cibn porque cada ecuacién repre-
senta un plano y éstos no tienen un
punto P(y1,y2,y3) de interseccion

comun.
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