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1. Métodos de solucion

En esta seccién se hace una breve descripcién de los métodos de solucién de ecuaciones
diferenciales utilizados en el curso para resolver problemas de movimiento armoénico
simple, amortiguado y forzado. Para una discusion detallada es necesario recurrir a la
bibliografia sobre el tema de ecuaciones diferenciales. Al final, se asigna una serie de

ejercicios relacionados.

1.1. Ecuacién homogénea de segundo orden

Es de interés estudiar la solucion de la ecuacion diferencial de segundo orden homo-
génea con coeficientes constantes:
d*x dx
02— +a1— +apr =0 1
donde {ag, a1,ay € R}.
Una solucion de (D)) es de la forma

r=e" (2)
A partir de (2]
dz " d*z 9 rt
i re” proiakd e,

y al sustituir en ()):

asr?e™ + ajre™ + aget = 0.

Dado que e # 0, Vt € R, es posible dividir la ecuacién anterior entre e’. El

resultado es la ecuacién caracteristica:
a2r2 +air+ayg=0. (3)
Se trata de una ecuacién cuadratica con soluciones
r=r1y y r=rmT9

que pueden obtenerse, por ejemplo, mediante la férmula:
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_ —ar =t \/a% — 4dasag

N 2&2

Hay tres casos posibles para la solucion general de ({):

1. Dos raices reales diferentes, r1 # ro. En este caso, la solucién general es

z(t) = cre™t + cpe™" (4)

2. Dos raices reales iguales 1y =19 = r.

z(t) = cre™ + cote™ (5)

3. Dos raices complejas de la forma ry = a+ 1, r1 = a + 51, donde + = +/—1. Por lo

tanto, (@) adquiere la forma

x(t) = cle(a-i-ﬁz)t + c2e(a—ﬁz)t — ot (cleﬁzt + 026_6”) '

Mediante la identidad de Euler:

e = cosf +1sen d

se llega a
x(t) = e [(c1 + c2) cos Bt + (c12 — co1) sen ft]

o bien, dado que los términos entre paréntesis son constantes:

x(t) = e™ [ky cos Bt + ko sen Bt (6)

Los valores ¢; y co en @) o (Bl); o k1 y k2 en () son las constantes de integracion que
pueden conocerse al asignar las condiciones iniciales

z(to) = o (7)
a'(to) = wo, (8)

donde /(t) = dx/dt. Por ejemplo, al considerar el caso 1:
2'(t) = cyrie™ 4 corge™! (9)

Al sustituir (1) en @), y @) en (@) cuando ¢t = ¢y, se obtiene un sistema de ecuaciones
para las constantes ¢; y ca. Al conocerlas y sustituir sus valores en () se llega a una

solucion particular de la ecuacion (). Se procede de manera similar en los casos 2 y 3.
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1.2. Ecuacién no homogénea

Se ilustra a continuacion el uso del método de los coeficientes indeterminados. Por

simplicidad, s6lo se analiza el caso

A’z dx
GQW + ala + apx = f(t) s (10)
donde
f(t) = ug cos At + ugsen \t , (11)

con {uy,uy € N}, es una funcion con periodicidad dada por la constante \. Este caso

ocurre en el andlisis de vibraciones forzadas. La solucion general de (I0) es de la forma
2(t) = zn(t) + zp(1) (12)

donde xp(t) es la soluciéon de la correspondiente ecuacion diferencial homogénea, dada
por alguno de los casos @) — (6). La solucién particular, z,(t) es de la forma

xp(t) = Acos A\t + Bsen At (13)

El objetivo es conocer los valores de los coeficientes A y B tales que ([I3]) sea solucion
de la ecuacion diferencial no homogénea, ([I0). A partir de (I3])

a2, (t) = —AXsen Xt + B cos At (14)
xp(t) = — AN cos A\t — BA\%sen Mt (15)

Al sustituir (I3) — (I3) en ([I0) y reacomodar términos:
(agA)\2 —a1BX —apgA + ul) cos A\t + (agB)\2 + a1AN — ap,B + UQ) sen A\t = 0
De esta igualdad se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales para las incégnitas
Ay B:
(agA? — ag)A — amA B =—uy (16)
A A+ (aa\? — a) B = —usy (17)

Las solucion {A, B} del sistema (I8) — (I7) se sustituye en ([I3)) y a su vez xp(t) se
reemplaza en (I2)).

2. Ejemplo

Encuentra la solucion de

d*z dz
) +2E + 32 = cos 3t (18)

con condiciones iniciales: z(0) =1, 2/(0) = 2.
Solucion:

La solucion de esta ecuacion diferencial no homogénea es de la forma ([I0). =5 (t) se

obtiene al encontrar las raices la ecuacion caracteristica, (3]), que en este caso se escribe

r?+2r+3=0
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con soluciéon

-2+ /4 —-4(1
r= 5 ()(3):—1:|:\/§z.
Dado que las raices son complejas, la solucion cae en el caso 3. De acuerdo con ([):
zp(t) = et [kzl cos(V2t) + ky sen(\/it)] (19)

En lo que se refiere a la ecuacion no homogénea: f(t) = cos3t, ec. ([1). Por lo tanto,

xp(t) es de la forma (I3):

xp(t) = Acos(3t) + Bsen(3t)
ap,(t) = —3Asen(3t) + 3B cos(3t)
xp(t) = —9Acos(3t) — 9B sen(3t)

Al sustituir estas expresiones en ([I8]), se obtiene:
—9A cos(3t) — 9B sen(3t) — 6 Asen(3t) + 6B cos(3t) + 3A cos(3t) + 3B sen(3t) = cos(3t)

de donde, al simplificar e igualar los coeficientes de las funciones seno y coseno a cero,

se obtiene:
—6A+4+6B = 1
—6A—-6B = 0
con solucion A = —1/12, B = 1/12. Entonces

A A cos(3:17)1;— sen(3z) (20)

Al sustituir (I9) y (20) en (2], se obtiene la solucion general de (I8]):

— cos(3x) + sen(3z)
12

Para encontrar la solucion particular, con las condiciones iniciales z(0) = 1, 2/(0) = 2,

x(t) = et [k‘l COS(\/§t) + ko sen(\/it)} 4

es necesario obtener la primera derivada de z(t):

'(t)=e" [—kl\/isen(\/ﬁt) + kg\/icos(\/?t)}

sen(3t) + cos(3t)

- (22)

—et [kzl cos(V2t) + ko sen(\/it)] +

Al sustituir las condiciones iniciales en ([2I)) y (22))

—cos0+sen0
12

2 = ¢ —k:n/isenO%—k‘m/icosO]—eo[k‘lcOSO—l—k’gseHO]—l—

1 = €[k cos0+ kysen0] +
sen 0+ cos0
4

Este sistema de ecuaciones para ki y ko se reduce a

1
= k-3

= —k1+V2k

[ BN [
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y tiene por solucién k; = 13/12, ko = 174/2/12). Por lo tanto, la solucién particular

de ([I8) es:
—t

z(t) = 61—2 [13 cos(V2t) + 17v/2sen(v/2t) — cos(3t) + sen(3t)] (23)

Graficamente:

X

3. Problemas

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales para x(t). En cada caso, incluye el

procedimiento de solucién y selecciona la respuesta correcta.

1. 2" — 42’ + 62 = 0.
(a) o = et [kzl sen (\/§ t) + ko cos (\/gt)]
(b) z = €' [kysen (V2t) + ky cos (V21t)]
(c) = e 2 [kysen (2t) + ko cos (21)]

2. 42" — 72’ — 22 = 0, con condiciones iniciales 2:(0) = 1, 2/(0) = 0.

(a) = G + S5

(b) z =k et + ko e_t/4

(c) z = ky cos(2t) + ko sen(2t)
3. 42" — 122/ + 92 = 0.

(a) =k 6% + ko 6_%

(b) &= (ky + kat) €2
x = ky cos(3t/2) + sen(3t/2)

4. " — 22 — 8¢ = cos 2t.

(a) = 3sen(2t)46 cos(21) + k'l e4t + k’2 6_2t

(b) T = _sen(2t)—£§cos(2t)
(C) r = _sen(2t)—£§cos(2t) Tk oAt T ko o2t
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5. 2" — 42’ 4+ 4x = cost — sent, con condiciones iniciales z(0) = 1, 2/(0) = 1.

(é o &) 2t _ Tsin(t)+cos(t)

(@) z= (5~ 35 55

(b)gj:(%_%) e_2t+w
7 sin cos

(c) = (32 —4) 621‘/_w

4. Biblografia
Un texto apropiado para abordar este tema es

s D. G. Zill, Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado, 6a. edicion,
Thomson.
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