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Transformada Legeiwdre/JHT

La transformada de Legendre es una herramienta matematica que se usa

en mecanica clasica, termodinamica y mecanica estadistica.

En termodinamica:
Ecuacidon fundamental de una substancia pura en la representacion
energética:

U=U(S,V,N)

0 Es mas conveniente medir T' que S.

Considerar:
U=U(T,V,N)
Dado que
oU
T = f(S,V,N) = | —
BS V,N
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Entonces

oU
U=U/|—
(85

V. N Ec. diferencial para U; contiene menos
9 9
V,N

informacion que la ecuacion fundamental

B ;Es posible cambiar de las variables {S, V, N} a {T, V, N } sin

perder informacion?

Respuesta: Si; mediante la transformada de Legendre.

Sea la funcion de una variable:
y = y(x)

Cambio de la variable @ a p, tal que

dy

P=P(~T):%
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y(x) convexa — p(x) mondtona:

Para realizar el cambio de & a p como variable independiente, se ha de

cumplir que:

1. y(x) sea una funcion convexa. Es decir, y”’(x) > 0 Vx € D.

2. y(x) seasuave en D. (i. e, tiene derivadas continuas).

y(x)

p(x)

pd

/
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Relacion 1:1 entre py x: p(x)
es univaluada.
Es posible usar p como variable

independiente pues y[x(p)].
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Graficamente, envolventes:

y(x) B Una ecuacion que represente a
las envolventes determina la curva
y(x).
7 * Ecuacidon una envolvente:
y(x)
x—0
. : / x
1): ordenada al origen / (0, %)
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La transformada de Legendre de y es
Y=y —px

Adicionalmente:

Dado que y = y(x) y x = x(p), entonces
¥(p) = ylz(p)] — pz(p).

Es decir, 1 es funcién de p.

La diferencial de ) es
dyp = dy— d(px)
= pdx — (pdx + xdp) = —xdp

Es decir,
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Transformada inversa de Legendre:

La transformada de Legendre de 1 (p) es

d
=1 — (d—¢) p=v—(—xz)p=v +xp
D
Por lo tanto:
o=y
Ademas:

y(z) = Y[p(z)] + = p(z)

y = y(x) y ¥ = 1 (p) son representaciones diferentes de la misma
funcion, contienen la misma informacion.

Ejercicio: Obtén la transformada de Legendre de y = x2.
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2x

Tarea: Obtén la transformada de Legendre de y = e

El resultado es

y(z) Y |p]

5.44\
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Transformada de Legendre de y = y(T1, X2, ..,Tn).

La diferencial total es

0y

n
dy = rdxp donde pp = —— = (
y ;::119 L= g

oy

Los pares {x;, p; }: variables conjugadas

La transformada de Legendre con p; como variable natural es
Y[pil =y — piwi
donde ¥ [p;] es una notacion abreviada para

¢($1, ceeoLjg—_19PisLjt19eeey wn)
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Por extension:

S
Y[p1,..-»Psl =Y — > Prk

k=1

tal que

dip[p1y...,ps] = Z( Tk )dpr + Z Prdxy

k=s+1
donde

0 ceesPs

Plp1s---ops] e k—1.....s
Opr

OY[p1y. .., Ps
[1’ i ] = pr, k=s+1
amk

Transformada Legeiwdre/JHT 10/15



Adicionalmente, la transformada inversa de Legendre es

y(wla .. °9mn) — ¢[p1, R 9ps] + Zpkmk

k=1
Ejercicios:

B A partir de y(x1,x2) = a:%/2 + 1o + :13% obtén
¥ [p,].
B Seay(xyi,x2,x3) = Zw% + 129 + azg — ToT3.

Obtén las transformadas de Legendre w(l)[pl] y
¥ (2 [p1, pa).
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Jeorema de Euler:

Funcién homogénea de grado m:

f(Ax1, Axa, ... Ax,) = A" f(x1, 22, .., Ty)

Derivar respecto a .

Regla de la cadena:

uy df <~ 0f duq N Of
;uzkk d\ _;aui d _.Zlauiw’

\ /u,,,_)\a:z !

Por lo tanto:

.0
Z f.zc,,;=m)\m_1f(w1,wz,...,wr)
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Cuando A = 1:

Ejercicio:
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.0
Za—filfz = mf (w1, ®2,..., %)

; xXr
1=1 ¢

Verifica que

y(x1,x2) = a:c% + bxrixo + cwg

es una funcion homogénea y que cumple el teo-

rema de Euler.

Ejemplo:

En el caso del oscilador arménico, V (x) = %k:ﬁ

Teorema de Euler
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Funcién homogénea de grado m en l < 7 variables:

fFAZ1, AT2, oo ) AT, Tpg1y e oo s @) = AT F(T1, @2y 0 ooy Ty Tpg1 oo oy Tp)
El teorema de Euler toma la forma:

l
0
Z _'fwz _= mf(:l:l, L2y ooy w"")

. XL
'1,:18 ¢

En termodinamica:

Funciones intensivas: m = 0 Funciones extensivas: m» = 1

Ejercicio: Aplica el teorema de Eulera V.= V (T, p, N1, N3) para demostrar

que V = V3N 4+ Vo NN, donde V3 y V> son los volimenes molares

parciales de los componentes 1 y 2, respectivamente.
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Transformada de Legendre total:

Seay = y(x1, T2,...,x,) una funcibn homogénea de grado 1:
Y(Ax1, Axa, ... Ax,) = Ay(x1, T2, .., )

Por el teorema de Euler:

T By T
Z Li = Zpiwi =Y
=1 aw?’ =1
Por lo tanto:

T r T
Wprspa s pr] =y — S pimi = S pis — > pras = 0
=1 =1 =1

w[p19p27 IS 9p'r] =0
Ejercicio:

B Obtén la expresion de la transformada de Legendre total de una

funcion homogénea de grado 2. Verifica que ésta se cumple

para y(x1,x2) = 513%/2 + x1T2 + 33%
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