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La serie de Fourier de la función f(t) es una expansión en

funciones seno y coseno :

f(t) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos ωn t +
∞
∑

n=1

bn sen ωn t (1)

Cada término representa una oscilación a una frecuencia

ωn = 2πn/T0 ω0 = 2π/T0

T0: se determina por la periodicidad de f(t) o por una

periodicidad impuesta a alguna función.

Objetivo: Encontrar {an} y {bn}.
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Caso 1:

Caso 2:

En ambos casos: f(t + T0) = f(t).
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Obtención de a0.

Integrar ambos lados de (1) entre t0 y to + T0, donde t0 es un

valor arbitrario:

∫ t0+T0

t0

f(t) dt =

∫ t0+T0

t0

[

a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos ωn t +
∞
∑

n=1

bn sen ωn t

]

dt .

Debido a que

∫ t0+T0

t0

sen(ωmt)dt = 0 y (2)

∫ t0+T0

t0

cos(ωmt)dt = 0 , (3)

se obtiene:

a0 =
2

T0

∫ t0+T0

t0

f(t) dt . (4)
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Obtención de an y bn.

Para obtener an, multiplicar ambos lados de la ecuación (1) por

cos(wmx), m > 0, e integrar:

∫ t0+T0

t0

f(x) cos(wmt) dt =

∫ t0+T0

t0

[

a0

2
cos(wmt)+

∞
∑

n=1

an cos(ωnt) cos(wmt)+

∞
∑

n=1

bn sen(ωnt) cos(wmt)

]

dt . (5)

Las funciones seno y coseno son ortogonales:

∫ t0+T0

t0

sen(ωnt) cos(wmt) dt = 0 (6)

∫ t0+T0

t0

sen(ωnt) sen(wmt) dt = δmn

T0

2
(7)

∫ t0+T0

t0

cos(ωnt) cos(wmt) dt = δmn

T0

2
(8)
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Sustituir (3), (6) y (8) en (5):

∫ t0+T0

t0

f(t) cos(wmt) dt =
∞
∑

n=1

anδmn

T0

2
,

Sólo el término con m 6= n es distinto de cero.

Por lo tanto:

am =
2

T0

∫ t0+T0

t0

f(t) cos(wmt) dt . (9)

De igual manera, se obtiene:

bm =
2

T0

∫ t0+T0

t0

f(t) sen(wmt) dt . (10)
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Resumen:

a0 =
2

T0

∫ t0+T0

t0

f(t) dt . (4)

am =
2

T0

∫ t0+T0

t0

f(t) cos(wmt) dt . (9)

bm =
2

T0

∫ t0+T0

t0

f(t) sen(wmt) dt . (10)
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Ejemplo:

Realiza la expansión de la función f(t) = t en series de Fourier,

f(t) = t =
a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos ωn t +

∞
∑

n=1

bn sen ωn t ,

en el intervalo t ∈ [−π, π].

En este caso t0 = −π y T0 = 2π.

Por lo tanto: ω0 = 2π/T0 = 1 y ωn = nω0 = n.

Con estos valores, se obtiene:

a0 =
2

T0

∫ π

−π

tdt = 0

an =
2

T0

∫ π

−π

t cos(nt)dt = 0, n ≥ 1

bn =
2

T0

∫ π

−π

t sen(nt)dt = −
2(−1)n

n
, n ≥ 1
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❖ Apéndice

Fourier/JHT 9 / 23

Estos valores se sustituyen en la definición de la serie:

f(t) = t = −
∞
∑

n=1

2(−1)n

n
sen(nt)

En la práctica, sólo se considera un número finito de términos,

m, en la suma:

f(t) = t ≈ −
m
∑

n=1

2(−1)n

n
sen(nt)

= 2 sen t − sen 2t +
2

3
sen 3t −

1

2
sen 4t + . . .
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Algunos casos con diferentes valores de m para la expansión de

la función en series de Fourier:

−4

−2

 0

 2

 4

−4 −2  0  2  4

m=1
m=2
m=5

−4

−2

 0

 2

 4

−4 −2  0  2  4

m=7
m=9

m=20

⇒ Fenómeno de Gibbs: grandes variaciones de la función

aproximada alrededor de los puntos de discontinuidad.
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El espectro es
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Ejercicio:

Resolver el problema anterior con
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Ejercicio:

Expresa la función f(t) = t2 como serie de Fourier en el

intervalo t ∈ [−2, 2].

f(t) = t2 ≈
4

3
+

m
∑

n=1

(−1)n 16

π2 n2
cos(ωnt)



❖ Expansión en
series de Fourier

❖ Apéndice
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Expresa la siguiente onda como serie de Fourier:

f(t) =

{

0 −1 ≤ t < 0
−t 0 ≤ t < 1
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Expansión con 20 términos

a0 = −
1

2

an = −
(−1)n − 1

π2n2

bn =
(−1)n

πn
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Otros ejemplos:
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Otros ejemplos:

Tipler & Mosca, Physics for Scientists and engineers,

6th edn, Freeman and Co., N. Y, 2008
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Espectro de frecuencias:

Tipler & Mosca, Physics for Scientists and engineers,

6th edn., Freeman and Co., N. Y, 2008

https://toolster.net/tuning fork

https://toolster.net/tuning_fork
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Expansión de una función f como combinación lineal de un

conjunto de funciones base.

Sea {gj} una base ortogonal de un espacio de funciones:

∫

gigjdτ = Iijδij

donde

δij =

{

1 : i = j
0 : i 6= j

es la delta de Kronecker.

Expresar f en términos de {gj}:

f =
n
∑

j=1

kjgj

⇒ Hay que encontrar al con-

junto {kj}
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f =

n
∑

j=1

kjgj

Para encontrar ki, multiplicar ambos lados por gi e integrar:

gif = gi

n
∑

j=1

kjgj

∫

gifdτ =
n
∑

j=1

kj

∫

gigjdτ
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f =

n
∑

j=1

kjgj

Para encontrar ki, multiplicar ambos lados por gi e integrar:

gif = gi

n
∑

j=1

kjgj

∫

gifdτ =
n
∑

j=1

kj

∫

gigjdτ

=

n
∑

j=1

kjIijδij
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f =

n
∑

j=1

kjgj

Para encontrar ki, multiplicar ambos lados por gi e integrar:

gif = gi

n
∑

j=1

kjgj

∫

gifdτ =
n
∑

j=1

kj

∫

gigjdτ

=

n
∑

j=1

kjIijδij = kiIii
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f =

n
∑

j=1

kjgj

Para encontrar ki, multiplicar ambos lados por gi e integrar:

gif = gi

n
∑

j=1

kjgj

∫

gifdτ =
n
∑

j=1

kj

∫

gigjdτ

=

n
∑

j=1

kjIijδij = kiIii

Por lo tanto:

ki =

∫

gifdτ

Iii

⇒ Si la base es ortonormal:

Iii = 1.
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