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1 Transformacion de coordenadas

La transformacién de un vector de posicién ¥ = (z,y,2) expresado en coorde-
nadas cartesianas a las nuevas coordenadas {u,v,w} se lleva a cabo mediante las

ecuaciones de transformacion:

u=u(z,y,z) v=v(r,y,z) w=wry,z2). (1)
También es posible realizar la transformacion inversa:

x=z(u,v,w) y=yuv,w) z==z(uv,w). (2)

Sistemas de coordenadas comunes son las esféricas y las cilindricas, como se vera
més adelante. Al punto con coordenadas cartesianas (zg, yo, 20) le corresponden
las coordenadas (ug, vg, z0) en el nuevo sistema y viceversa.

Una vez que se elige (ug,vg, 20), y se sustituye en la ec. (1), se obtiene

uop ZU($,y,Z) Vo :,U($7y7z) wo :w(:n,y,z). (3)

Se trata de conjuntos de nivel de las funciones correspondientes y geométricamente
corresponden a superficies, las llamadas superficies coordenadas. Estas se presen-
tan esquematicamente en colores amarillo, salmén y azul, respectivamente, en la
siguiente figura.
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Asimismo, la interseccién entre las superficies coordenadas da lugar a las cur-
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vas coordenadas, representadas en morado en la misma figura. Por ejemplo, la



interseccién entre las superficies v = vy y w = wy es la curva paramétrica 7 = 7(u)
y, debido a la ec. (2):

() = (z(u), y(u), 2(u))

De manera anéloga se expresan las curvas 7(v) y 7(u).

Aunque en muchas aplicaciones la base canénica {1, 7, 12:} es apropiada para
representar cantidades vectoriales en coordenadas cartesianas, en otros sistemas
es conveniente usar otros conjuntos de vectores base.

Dos opciones a considerar en las coordenadas u, v, w son

€éu, €y, €y — vectores unitarios tangentes a la curvas coordenadas

e, ¥, e¥ — vectores unitarios perpendiculares a la curvas coordenadas

En el primer caso, se toma en cuenta que los vectores derivada de una trayectoria

son tangentes a ésta:

, _tor o _1or . 10r (4)
eu_huﬁu’ ev_hv(%’ ew_hwaw
donde
or or or
o R 7 A o

son los llamados coeficientes métricos o factores de escala. Asimismo, al considerar
que los vectores gradiente son perpendiculares a las curvas de nivel, los vectores

unitarios correspondientes son

1 1 1
el = EVu(x,y,z), e’ = EV@(m,y,z), e¥ = H—wVw(a:,y,z) (6)

donde

H, = HVu(a:,y,z)H, H, = HV’U(%,?J,Z)H, Hy = va(%%z)u (7)

El resto de la discusién se restringe a sistemas de coordenadas ortogonales,
aquellos donde las superficies coordenadas son perpendiculares entre si. En tales,

casos:
by =¢", é,=2¢" ¢é,=2¢&" (8)
y se puede demostrar que
1 1 1
hy=—, hy=—, hy=— 9
u Hu v Hv w Hw ( )

Debido a la ec. (8), en lo que sigue se utilizara la base {é,, éy, é, }.



2 Operador diferencial

A continuacion se presentan los operadores diferenciales mas comunes en términos
de sistemas de coordenadas ortogonales. Como ejemplo, se obtiene la expresion
del operador gradiente. Sea el campo escalar

f=[f(zy,z)
cuyo gradiente en coordenadas cartesianas es
8f of. , ofy
Vf=—=—1+ ay 1+ 87:

Al expresar f en el sistema u,v,w y tomando en consideracién la ec. (1):

f(u7vuw) = f(u(xuya 2)7?)(957%2)771)(337% Z))7
por la regla de la cadena:

of 8f8u+8f8v+8f8w
Oz Oudxr  Owdr  Owox
of 8f8u+8fav+8f8w
8y oudy Ovdy JOw Jy
of 8f8u+8f<%+8f8w
9z  Oudz  Owdz  Ow dz

Por lo tanto:

8u8x+8?}8x+8w8x
of ou Of v IOf Ow) .
+<8u8y+8v8y+8w8y>‘7

E?fﬁu E?f@v E?faw i
oudz  Ovdz  Ow Oz

V- <8f8u of ov 8]‘"(910)Z

Esta expresién se puede reacomodar de la siguiente manera tomando las sumas
por cada columna:

B ofou, Of0ou, Of0u.
8f8v of ov,. Of Ov.
(a oz T ou oy’ +8v8zk>

8f8w df ow . Of ow
(a 9z’ ow oy’ +8w8zk>

Al factorizar las derivadas parciales de f en cada paréntesis, se obtiene:

Uy Uy U,

Vi= ov ow
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A continuacién se involucran los vectores base y coeficientes métricos. De las
ecs. (6), (8) v (9):

1 1 1
Vu=H,e" = h—eu, Vv=H,"=—é,, Vw=H,e"=-—¢,
u

El resultado final es:

19f. 10f. 1 9f.

Vf:h—ua—u€u+ (& +Ea—w€w

7 a Ctv
hy, Ov
Frecuentemente es de interés utilizar un sistema de coordenadas diferente a las
rectangulares para campos escalares, f(u,v,w), y vectoriales, F' = f,(u,v,w)é, +
folu,v,w)éy + fu(u,v,w)é,. A continuacién, se presentan los operadores més

(12)

comunes:
1 0f . 10f. 1 0f .
vi= hy 3u€u + hy, Ov Co + how 8w€w (10)
2, 1 i hyhay g 3 hyhow % i hyhy ﬁ
V= hyhohy | Ou h, Ou + ov h, Ov + ow \ hy, Ow (11)
oo 1 a(fuhvhw> 6(fvhuhw) a(fwhuhv)
Vo= hyhyha [ ou + ov + ow
. hybu ho€y hyéy
oo a d a
VXxF= | P 5o 5 (13)

fuhu fvhv fwhw

Los vectores base y factores de escala se obtienen mediante las ecs. (4) y (5).

Adicionalmente, cabe mencionar que el jacobiano para realizar integrales multiples

es j(u,v,w) = hyhyhy de tal manera que

dx dy dz = hyhyhy du dv dw

3 Coordenadas esféricas

El sistema de coordenadas esféricas estd definido por las ecuaciones de transfor-
macioén
xr=rcospsenf), y=rsengsenl, z=r cosb (14)

donde
r>0, 6€l0,n], ¢e€]l0,2m)

de tal manera que el vector de posicién es

r'= (rcospsenf,rsengsend,r cosf). (15)



Las ecuaciones de la transformacién inversa se obtienen al resolver el sistema

de ecuaciones (14) para las variables {r,0, ¢}:
/22 1 02
r=+x2+y2+ 22, 6 =arctan vr Yy

z

Las superficies coordenadas son esferas, conos y semiplanos, como se muestra

, ¢ =arctan [%] (16)

en la figura.

Las derivadas parciales del vector de posicién, ec. (15), son

% = (cos ¢psenf,sen psend, cos b))

% = (r cos ¢ cos,rsen¢ cosf, —rsenf)
or

8_¢ = (—rsen¢gsenf,r cospsen,0)

A partir de ellas, mediante la ec. (5) se obtienen los factores de escala {h,, hg, hy}

y los vectores base, {é,,€ég,€é4}:

hy =1, hg=r, hy=rsend, (17)

é, = (cos ¢psenf,sen psend, cos )

>

9 = (cos ¢ cosf,sen ¢ cos 6, —send)

¢ = (—sen ¢, cos ¢, 0) (18)

>

Ademds, €, - €9 = é, - €4 = €9 - €4 = 0. Estos vectores apuntan hacia donde crecen
las coordenadas esféricas, y se presentan esquematicamente en la figura anterior.
Adicionalmente, el elemento diferencial de volumen es dV = h,hghg drdfd¢ =
r2sen Odrdfde.



En el caso de campos escalares, de acuerdo con las ecs. (10), (11), (17) y (18),

el gradiente y laplaciano en coordenadas esféricas son

o, tor, 1 of,
vi= ar " + 00 + rsenf) 8(]5% (19)
20 _ _ 10 (50f 1 9 of 1o/
Vil = = 2or\" or r2senf) 00 senf 00 * r2senZf O¢>? (20)

Ejercicio: Obtén la expresion de la divergencia de un campo vectorial en

coordenadas esféricas.

4 Coordenadas cilindricas

En el sistema de coordenadas cilindricas:

= (rcosf,rsend, z)
En este caso, las superficies coordenadas son cilindros, planos y semiplanos,

como se muestra en la figura.

zZ =20 ‘

T
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Ademas:
or (cos 0, send, 0) r (—rsend, rcosf,0) r (0,0,1)
_— = Tl —_— = | — T _— =
8’[" CO ) e bl ) 80 /r e ,/r ) bl 8z bl )
Por lo tanto:
hy=1, hg=r, h,=1 (21)
é.=(0,01)=k (22

ér = (cosf,senh,0), ¢éy = (—senb, cosb,0),
Noétese que é,. - €9 = €, - €, = éy - €, = 0. Los vectores base se muestran en la

figura anterior. Ademads, dV = rdrdfdz.



Al usar (10)—(12) y (21)—(22):

e El gradiente de un campo escalar:

_or, 108, 08,
VI= gt it T ek
_of 10f
= 3 (cosf,senf, 0) + ~ 90 (—rsend, rcos6,0) +
_ of of . ,0f of of
= <cos 95 — Senﬁﬁ,senﬁﬁ + cos 9%, $>

of
5 (07 07 1)

e El laplaciano de un campo escalar:

Vif =

10 (Of\, 10 &
ror \ Or r2 002 = 922

e La divergencia de un campo vectorial

. 170 ofy 0
V'F—;[E(Tfr)JFWJF&(sz)
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