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1. Ecuación de Schrödinger.

2. Partı́culas idénticas.

3. Partı́cula en una caja de potencial infinito.

4. Oscilador armónico.

5. Rotor rı́gido.

6. Sistemas de partı́culas independientes.

7. Superficies de energı́a potencial.

8. Términos espectroscópicos atómicos.
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En mecánica cuántica, el estado de un sistema se representa por una

función de onda:

Ψ = Ψ(r̄1, r̄2, . . . , r̄n, t)

que satisface la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo

ĤΨ = i~
∂Ψ

∂ t
,

donde

Ĥ = −1

2

n∑

i=1

~
2

mi

∇2
i + V (r̄1, r̄2, . . . , r̄n, t)

es el operador Hamiltoniano del sistema.
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Interpretación estadı́stica de Ψ (Born):

� La probabilidad de encontrar simultáneamente a la partı́cula 1 en

dr̄1, a la 2 en dr̄2, etc., es:

|Ψ|2dr̄1· · ·dr̄n
= Ψ(r̄1, . . . r̄n, t)Ψ

∗(r̄1, . . . r̄n, t)dr̄1 · · · dr̄n

x

y

z dr̄i

r̄i

⇒ Falta considerar el espı́n
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Caso particular:

Potencial independiente del tiempo,V (r̄1, . . . r̄n).

� Movimiento unidimensional de una partı́cula: Ψ(x, t).

� Substituir V = V (x) en la Ecuación de Schrödinger dependiente

del tiempo:

−~

i

∂Ψ(x, t)

∂t
= − ~

2

2m

∂2Ψ(x, t)

∂x2
+ V (x)Ψ(x, t)
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atómicos
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Ejercicio Escribe la función de onda como Ψ(x, t) = f(t)ψ(x) en

la ecuación anterior para obtener:

− ~
2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V (x)ψ(x) = Eψ(x)

→֒ ecuación de Schrödinger independiente del tiempo

Además, f(t) = e−Eit/~. Por lo tanto:

Ψ(x, t) = e−Eit/~ψ(x)

Postulado: E es la energı́a de la partı́cula.

Adicionalmente:

|Ψ(x, t)|2 = Ψ(x, t)⋆Ψ(x, t)

=
[
e+Eit/~ψ(x)⋆

]
[e−Eit/~ψ(x)]

= ψ(x)⋆ψ(x)
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En un problema particular, hay que definir:

� V (x)
� condiciones a la frontera

para encontrar ψ(x) yE.
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� Grados de libertad:

� Traslacionales.

� Vibracionales.

� Rotacionales.

� Electrónicos.

Ψ = ΨtrasΨvibΨrotΨelec

Analizaremos modelos importantes en mecánica estadı́stica:

Partı́cula en una caja: Traslaciones atómicas y moleculares.

Oscilador armónico: Vibraciones moleculares.

Rotor rı́gido: Rotaciones moleculares.
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� A nivel macroscópico, dos objetos (partı́culas) pueden ser

distinguibles (por color, numeración, etc.).

� Las partı́culas subatómicas del mismo tipo tienen la caracterı́stica

de ser indistinguibles.

� Es decir, tienen las mismas propiedades (masa, espı́n, etc.)

Para partı́culas idénticas:

� La descripción del sistema requiere la consideración del espı́n:

x̄ = {r̄, s}
� Ejemplo: para un sistema de dos partı́culas:

ψ(x̄1, x̄2)
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La densidad de probabilidad de partı́culas idénticas cumple

|ψ(x̄1, x̄2)|2 = |ψ(x̄2, x̄1)|2

Por lo tanto:

ψ(x̄1, x̄2) = γψ(x̄2, x̄1)

donde γ = ±1.

Casos:

� Bosones (γ = +1):

– obedecen la estadı́stica de Bose-Einstein.

– tienen espı́n entero (s = 0, 1, 2, . . .).

Ejemplos: fotón, gluón (s = 1)
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� Fermiones (γ = −1):

– obedecen la estadı́stica de Fermi-Dirac.

– tienen espı́n semientero (s = 1/2, 3/2, . . .).

Ejemplos: electrón, protón, neutrón (s = 1/2).

Para un sistema de dos electrones:

ψ(x̄1, x̄2) = −ψ(x̄2, x̄1)

La función de onda es antisimétrica (cambia de signo)

ante el intercambio de x̄1 por x̄2. Principio de ex-

clusión de Pauli.
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atómicos
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Ejemplo:

Un sistema de dos fermiones independientes con funciones de onda

ψ1(x̄1) y ψ2(x̄2)

con energı́asE1 yE2.

Una posible función de onda total:

ψ(x̄1, x̄2) =
1√
2
[ψ1(x̄1)ψ2(x̄2) − ψ1(x̄2)ψ2(x̄1)]

Nótese que cuando ψ1 = ψ2:

ψ(x̄1, x̄2) = 0 (hay restricción en los

números de ocupación)



Contenido

Ecuación de Schrödinger

Partı́culas idénticas
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Ejemplo:

Un sistema de dos bosones independientes con espı́n S = 0 y

funciones de onda (ej: 4He)

ψ1(r̄1) y ψ2(r̄2)

con energı́asE1 yE2.

Una posible función de onda total:

Ψ(r̄1, r̄2) =
1√
2
[ψ1(r̄1)ψ2(r̄2) + ψ1(r̄2)ψ2(r̄1)]

Nótese que cuando ψ1 = ψ2:

Ψ 6= 0
(No hay restricción en los

números de ocupación)
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0 a

V (x) =

{
0 x ∈ [0, a]
∞ x ≤ 0 ∨ x ≥ aψI ψII ψIII

Fuera de la caja:

ψI = ψIII = 0

En la región II:

− ~
2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x)

y se tomó ψ ≡ ψII .
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� La solución general es

ψ(x) = c1 sen kx+ c2 cos kx , k =

√

2mE

~2

� Las condiciones a la frontera

ψ(0) = ψ(a) = 0

conducen a

c2 = 0 y ka = nπ, n = 1, 2, . . .

� La energı́a está cuantizada:

En =
n2h2

8ma2
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La función de onda normalizada es

ψn(x) =

√
2

a
sen

nπx

a

ψ(x) |ψ(x)|2

0 a
E

1

n=1

0 a

0 a
E

2

n=2

0 a

0 a
E

3

n=3

0 a
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Espectroscopia de la partı́cula en una caja.

� Modelo para estudiar interacción radiación materia de moléculas

conjugadas, electrones en metales.

� Transición n → m
� Regla de selección: m− n = impar.

E
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Caja tridimensional:

a

b

c

x

y

z Fuera de la caja:

ψ = 0, V (x, y, z) = ∞

En la caja:

ψ 6= 0, V (x, y, z) = 0

La ecuación de Schrödinger es

− ~
2

2m
∇2ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z)

Condiciones a la frontera: ψ = 0 en las tapas de la caja.

ψ(x, y, 0) = 0; ψ(x, y, c) = 0; . . . , ψ(a, y, z) = 0
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La solución (separación de variables) es:

ψnx,ny,nz
(x, y, z) =

√
8

abc
sen

nxπx

a
sen

nyπy

b
sen

nzπz

c

Enx,ny,nz
=

h2

8m

(

n2
x

a2
+
n2

y

b2
+
n2

z

c2

)

nx, ny, nz = 1, 2, . . .
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Partı́cula en una caja

Oscilador armónico

Rotor rı́gido

Espectroscopia

rotacional-vibracional

(diatómicas)
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Niveles y estados

ω: degeneraciónEnx,ny,nz

ψ111
ω = 1

ψ211 ψ121 ψ112
ω = 3

ψ221 ψ212 ψ122
ω = 3

E =
h2

8ma2
(n2

x + n2
y + n2

z)
︸ ︷︷ ︸

c = b = a

a

a

a
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Ejemplo:

La nitrogenasa es una enzima que convierte N2 en NH3 que contiene

un cúmulo Fe4S4 formando un cubo de arista a = 3 Å. Utiliza el

modelo de una partı́cula en una caja de potencial infinito cúbica y

calcula la longitud de onda de la radiación electromagnética para llevar

a cabo la transición electrónica de más baja energı́a. Supón que el

número total de electrones de valencia es 20.

Fe

Fe

S

S

Fe

Fe

S

S

a
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mA mB
k

Masa reducida:

µ =
mAmB

mA +mB

La frecuencia de oscilación del

resorte es

ν =
1

2π

√

k

µ
=

ω

2π

Ecuación de Schrödinger:

− ~
2

2µ

d2ψ(x)

dx2
+

1

2
kx2ψ(x) = Eψ(x)

Condiciones frontera: lim
x→±∞

ψ(x) = 0
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La solución es:

ψv(x) = NvHv(β
1/2x)e−βx2/2

Ev = (v +
1

2
)hν v = 0, 1, 2 . . .

donde

β =
µk

~2
Nv: constante de normalización

Hv(y): polinomio de Hermite de grado v

Ejemplos:

H0(y) = 1 H1(y) = 2y H2(y) = 4y2 − 2
H3(y) = 8y3 − 12y H4(y) = 16y4 − 48y2 + 12
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E

E0

E1

E2

E3

Ψv(x) |Ψv(x)|
2

v=0

v=1

v=2

v=3

V(x) = ½ k x
2

� Energı́a de punto cero: E0 =
1

2
hν

� Separación entre niveles:

∆E = Ev+1 − Ev =

(

[v + 1] +
1

2

)

hν −
(

v +
1

2

)

hν

∆E = hν
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� Transiciones espectroscópicas

∆v = ±1 ⇒ νrad = ν (1 sola señal)

Ejemplo:

El espectro i.r. de HCl muestra una banda en ν̄ = 2885 cm−1.

Calcula:

1. La frecuencia vibracional de la molécula.

2. La constante de fuerza.

3. La energı́a de punto cero vibracional.

4. El número de ondas de la banda correspondiente al DCl.
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∼
mA

mB

r = cte

x

y

z
µ

r
θ

φ

V (θ, φ) = 0

La ecuación de Schrodinger:

− ~
2

2µr2

[
1

sen θ

∂

∂θ

(

sen θ
∂ψ(θ, φ)

∂θ

)

+

1

sen 2θ

∂2ψ(θ, φ)

∂φ2

]

= Eψ(θ, φ)
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Términos

espectroscópicos
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La solución es:
ψj,mj

(θ, φ) = Y
mj

j (θ, φ)

� Armónicos esféricos:

Y
mj

j (θ, φ) = Nj,mj
eımjφ P

|mj |
j (cos θ)
︸ ︷︷ ︸

polinomios asocia-

dos de Legendre

donde

P
|mj |
l (x) =

1

2ll!
(1 − x2)|mj |/2

d l+|mj |(x2 − 1)l

dx l+|mj |

Algunos armónicos esféricos:

Y 0
0

=
(

1

4π

)1/2

, Y 0
1

=
(

3

4π

)1/2

cos θ , Y ±1
1

=
(

3

8π

)1/2

sen θ e±iφ
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� Números cuánticos:

j = 0, 1, 2, . . .

mj = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j

Además:

Ej =
~
2

2I
j(j + 1) , degeneración: ωj = 2j + 1

Momento de inercia: I = µr2

� Transiciones espectroscópicas (absorción):

hν = ∆E = Ej+1 − Ej

ν = 2B(j + 1) , B =
h

8π2I
(constante rotacional)
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En número de ondas, ν̄ = λ−1, (ej cm−1):

ν̄ = 2B̄(j + 1), B̄ =
h

8π2cI

El espectro:

2B 4B 6B 8B · · ·
ν

Ejemplo:

Dado que la separación entre las lı́neas del espectro de microondas de
27Al1H es de 12.604 cm−1 calcula la longitud de enlace de la molécula.
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� Oscilador armónico:

En = (v + 1/2)hν, v = 0, 1, 2, . . .

→֒ ν : frecuencia fundamental

Reglas de selección:

1. ∆v = ±1

2. Momento dipolar diferente de cero

Término vibracional:

G(v) =
Ev

hc
=

(

v +
1

2

)
ν

c
=

(

v +
1

2

)

ν
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� Rotor rı́gido:

Ej =
~
2

2I
j(j + 1), j = 0, 1, 2, . . .

Regla de selección:

∆mj = 0 , ∆j = ±1

Término rotacional:

F (j) = Bj(j + 1)
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� Energı́a vibracional–rotacional:

S(v, j) = G(v) + F (j)

Reglas de selección:

1. ∆v = ±1
2. ∆m = 0, ∆j = ±1
3. Momento dipolar diferente de cero
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Ejemplo: Transición vibracional v → v + 1 (absorción)

(a) Transiciones con ∆j = −1 (Rama P)

νP (j) = S(v + 1, j − 1) − S(v, j)

= ν − 2jB , j = 1, 2, . . .

Lı́neas ubicadas en ν − 2B, ν − 4B, . . .

(b) Transiciones con ∆j = +1 (Rama R)

νR(j) = S(v + 1, j + 1) − S(v, j)

= ν + 2(j + 1)B , j = 0, 1, . . .

Lı́neas ubicadas en ν + 2B, ν + 4B, . . .
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� Separación entre

lı́neas: ≈ 2B
� En la práctica, la separación no es exactamente constante

(contribuciones anarmónicas y centrı́fugas)
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Para moléculas:

Aproximación BO
Separación del movimiento

nuclear respecto al electrónico

núcleos

densidad
electrónica

x

y

z
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El Hamiltoniano molecular es

Ĥ = T̂n + V̂nn + Ĥe (8)

donde

Ĥe = T̂e + V̂ne + V̂ee (9)

es el Hamiltoniano electrónico.

A núcleos fijos, V̂nn es constante.

En la aproximación de Born–Oppenheimer:

Ψ(r̄,R̄A) = Ψe(r̄;R̄A)Φn(R̄A) (10)
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Ecuación electrónica:

ĤeΨe = εΨe (11)

=⇒ ε: energı́a electrónica para núcleos fijos

Además:

ε+ V̂nn = E(R̄A) (12)

Alternativamente, al sustituir (12) en (11):

(Ĥe + V̂nn)Ψe = E(R̄A)Ψe (13)
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(diatómicas)

Superficies de energı́a

potencial
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Ecuación nuclear:

[T̂n + E(R̄A)]Φ = EΦ (14)

potencial para el movimiento nuclear

=⇒ E(R̄A): energı́a molecular para una configuración nuclear fija.

� Al resolver (13) se obtiene:

� Ψe

� E(R̄A), se usa para resolver (14)

� Al expresar Φ = Φrot,Φvib,Φtras y resolver (14) se obtiene:

� {Φ, E}
� Las contribuciones de los grados de libertad nucleares
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Para una molécula diatómica

R0
R

Vnn

ε

E(R)
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Partı́cula en una caja

Oscilador armónico

Rotor rı́gido

Espectroscopia

rotacional-vibracional

(diatómicas)
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=⇒ En ℓ variables, se obtiene una hipersuperficie en ℜℓ+1

Ejemplo en dos variables:
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Contribuciones de diversos grados de libertad:

estado electrónico basal

estado electrónico excitado

}
estados vibracionales

}
estados rotacionales
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Repaso m. cuántica/JHT 42 / 56

Momento angular electrónico.

Las partı́culas idénticas poseen momento angular orbital y de espı́n:

L̄(x, y, z), s̄(ω).

� Momento angular orbital:

L̂2Y mℓ

ℓ = ℓ(ℓ+ 1)~2Y mℓ

ℓ

L̂zY
mℓ

ℓ = mℓ~Y
mℓ

ℓ

dondemℓ = −ℓ,−ℓ+ 1, . . . , 0, . . . , ℓ− 1, ℓ

� Momento angular de espı́n:

ŝ2ψ = s(s+ 1)~2ψ

ŝzψ = ms~ψ

dondems = −s,−s+ 1, . . . , 0, . . . , s− 1, s
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� No hay funciones de onda espaciales que correspondan a los

estados de espı́n.

� Para fermiones (protones, neutrones, electrones):

s = 1/2

� Se satisfacen las relaciones de conmutación:
[

Ŝ2, Ŝz

]

= 0
[

Ŝx, Ŝy

]

= i~Ŝz

[

Ŝy, Ŝz

]

= i~Ŝx

[

Ŝz, Ŝx

]

= i~Ŝy
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� Hay dos funciones propias simultáneas de ŝ2 y ŝz:

ŝ2α(ω) = 1

2
(1

2
+ 1)~2α(ω)

ŝ2β(ω) = 1

2
(1

2
+ 1)~2β(ω)

ŝzα(ω) = 1

2
~α(ω)

ŝzβ(ω) = −1

2
~β(ω)

dondems = −1

2
, 1

2
.

� Las funciones de espı́n son ortonormales:
∫

α∗(ω)α(ω)dω =

∫

β∗(ω)β(ω)dω = 1

∫

α∗(ω)β(ω)dω =

∫

β∗(ω)α(ω)dω = 0

� Las dos funciones de

espı́n se representan por
α(ω) ≡ ↑
β(ω) ≡ ↓
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Átomos polielectrónicos

� El estado de un átomo hidrogenoide está determinado por

{n, ℓ,mℓ,ms}, En

� El estado de electrón en un átomo polielectrónico está determinado

por

{n, ℓ,mℓ,ms} + principio de exclusión, En,ℓ

� Estructura de capas:

H: 1s1

Li: 1s22s1

Na: [Ne]3s1

He: 1s2

Be: [He]2s2

Mg: [Ne]3s2
B: [He]2s22p1

· · ·
C: [He]2s22p2

· · ·
· · ·
· · ·

Ne: [He]2s22p6

Ar: [Ne]3s23p6
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El estado de un átomo también puede caracterizarse por sus valores de

momento angular con números cuánticos:

L: momento angular orbital total

S: momento angular de espı́n total

J = L+ S: momento angular total

tal que Jz = Lz + Sz

MJ = ML +MS

Y como Ml = −L,−L+ 1, . . . , L− 1, L
MS = −S,−S + 1, . . . , S − 1, S

entonces:

|L− S| ≥ J ≤ L+ S

Acopamiento de Russell-Saunders
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atómicos
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Términos espectroscópicos atómicos:

2S+1LJ

Notación:

L 0 1 2 · · ·
l l l
S P D · · ·

Multiplicidad: 2S + 1

S 2S + 1
0 1 singulete

1/2 2 doblete

1 3 triplete

Ejemplos:

H: 1s1. L = ℓ = 0 y S = s = 1/2.

Por lo tanto, J = 1/2 y 2S + 1 = 2. El término es 2S1/2.
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He: 1s2. Para ambos electrones ℓ = 0. Por lo tanto L = 0.

Además,ms = −1/2, 1/2: y S = 0.

Por lo tanto, J = 0 y 2S + 1 = 1. El término es 1S0.

Se trata de una subcapa cerrada
En general:

Los electrones en subcapas cerradas se

aparean para dar L = 0, S = 0 y J = 0.

B: 1s22s22p1. Sólo se considera el electrón p.

En este caso: L = ℓ = 1 y S = s = 1/2, 2S + 1 = 2.

Por lo tanto, J = |L− S|, . . . , L+ S.

Es decir, J = 1/2, 3/2.

Posibilidades: 2P1/2 o 2P3/2
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C: 1s22s22p2. Sólo se consideran los dos electrones p.

� Dado que ℓ = 1: mℓ = −1, 0, 1.

La suma algebraica demℓ conduce a L = 2, 1, 0.

� Los dos electrones pueden tener espı́n apareado o paralelo:
S = 0, 1

2S + 1 = 1, 3
� Los posibles pares L, S son:

L = 0, S = 0 L = 0, S = 1

L = 1, S = 0 L = 1, S = 1

L = 2, S = 0 L = 2, S = 1

� Aunque J = 0, 1, 2, 3, el principio de Pauli elimina opciones.
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Notación: el estado de los dos electrones se denota por

|mℓ(1)ms(1)mℓ(2)ms(2) 〉

Ejemplo: | 0 ↑ 1 ↓ 〉.

Consideraciones:

1. El principio de exclusión elimina: | 1 ↑ 1 ↑ 〉.

2. Se debe evitar repeticiones como en

| 1 ↑ 0 ↓ 〉 y 0 ↓ 1 ↑ 〉
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Términos

espectroscópicos
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donde:

ML = mℓ(1) +mℓ(2)

MS = ms(1) +ms(2)
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Otra representación:

Las combinaciones posibles de

mℓ yms se llaman

microestados.

Se eliminan los paresL, S in-

consistentes con los microes-

tados.

Sólo 3 pares L, S son posibles:

L = 2, S = 0, J = 2

L = 0, S = 0, J = 0

L = 1, S = 1, J = 0,1,2

Por lo tanto, hay 5 posibles términos para C:

1S0,
3 P0,

3 P1,
3 P2,

1D2
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Las siguientes reglas empı́ricas basadas en espectros atómicos de

lı́neas se aplican de manera consecutiva:

Reglas de Hund

Regla 1. Cuando más de un valor de S está permitido, se escoge el

mayor valor posible.

Regla 2. Cuando más de un valor de L está permitido, se escoge el

mayor valor posible.

Regla 3. Cuando más de un valor de J está permitido, se escoge el

menor valor posible si la capa está menos que semillena y el mayor valor

cuando está más que semillena.
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Desde el punto de vista cuántico, cuando se lleva a un sistema de un

estado singulete a uno triplete.

� Hay contracción orbital.

� Las energı́as cinética y de repulsión

electrón–electrón aumentan.

� La energı́a de atracción electrón–núcleo

disminuye y contrarresta a las anteriores.
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Ejemplos:

En cada caso, deduce con las reglas de Hund del estado basal.

B. Los términos son 2P1/2 y 2P3/2.

El estado basal es 2P1/2. (regla 3)

C. Los términos son 1S0, 3P0, 3P1, 3P2, 1D2.

� Por la regla 1: S = 1.

� Por la regla 2: Sólo hay una alternativa, L = 1.

� Por la regla 3: J = 0.

El estado basal es 3P0.
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