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Formas cuadrdticas

Formas cuadraticas

@ En un punto critico, en ocasiones una funcién f(x,y) puede

aproximarse localmente a una funcién cuadrética (serie de Taylor a

orden dos).
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Formas cuadrdticas

Formas cuadraticas

@ En un punto critico, en ocasiones una funcién f(x,y) puede

aproximarse localmente a una funcién cuadrética (serie de Taylor a

orden dos).
@ Ecuacién cuadratica en dos variables:

ax? + 2bxy + cy2 =d
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Formas cuadrdticas

Formas cuadraticas

@ En un punto critico, en ocasiones una funcién f(x,y) puede
aproximarse localmente a una funcién cuadrética (serie de Taylor a

orden dos).
@ Ecuacién cuadratica en dos variables:

ax? + 2bxy + cy2 =d

@ Forma cuadrdtica en dos variables:

a(z,y) = az® + 2bxy + cy?

stis Herndndez TrujilloFacultad de Quimica, Formas cuadréticas y series de Taylor

2/22



Ejemplos de funcién cuadrética:

o f(z,y) =%+ y?

_ Formas cuadréticas y series de Taylor 3/22



Ejemplos de funcién cuadrética:

Contornos: f(z,y) = k

circunferencias
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o f(z,y) = 222 + zy + 3y

i Contornos?
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o f(z,y) = 222 + zy + 3y

i Contornos?

Qi

Elipses
Grdficas de las ecuaciones cuadrdticas: cdnicas
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Formas cuadrdticas

Cualquier forma cuadratica
a(z,y) = ax® + 2bzy + cy?

puede expresarse como un producto matricial:

a b T t
(= v) = XtAX
b c Yy
donde
b
b ¢
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Formas cuadrz

Forma cuadrética en n variables {1, z2,...,Zn}:
n n
q(x1,x2,...,xn) = g E Aij i
i J
En forma matricial:

q(xz1, Ty ... ) = XPAX

donde la matriz A tiene elementos (A);; = Aij
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Formas cuadrdticas

A partir de la matriz A es posible obtener una matriz simétrica
1 t

tal que

q(T1, T2y .-, Tp) = X'AX
A es simétrica pues At = A

Ademds, toda matriz simétrica es diagonalizable con los elementos

diagonales
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Formas cuadrz

Mediante una transformacion lineal, es posible reducir cualquier forma

cuadratica a la forma candnica:

q(a:'l, :1:'2, - ,:L':z) = ng(a:;)2 = X"DX'

H ’ ’ ’
en las variables {x, x5, ..., 2] }, donde

d 0 ... O
0 do 0 ...
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Formas cuadrdticas

Procedimiento de diagonalizacién de A:

@ A partir de A se obtiene la matriz diagonal D, ambas de dimensién

n, mediante la ecuacion de valores propios:
Av =dv,
o de manera equivalente:

Av = dlv; (A—dI)v=0
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Formas cuadrdticas

Procedimiento de diagonalizacién de A:

@ A partir de A se obtiene la matriz diagonal D, ambas de dimensién

n, mediante la ecuacion de valores propios:
Av =dv,
o de manera equivalente:

Av = dlv; (A—dI)v=0

@ Los valores propios {d1,dz2,...,dy,} se obtienen a partir de

det(A—dI)=0
Se trata en encontrar las raices de un polinomio de grado n en la

variable d.
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Formas cuadrdticas

o Para obtener los vectores propios {vi}, se sustituyen los {d;} en la

ecuacién de valores propios :

(A—diI)vl =0, (A—-dI)v?=0...
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Formas cuadrdticas

o Para obtener los vectores propios {vi}, se sustituyen los {d;} en la

ecuacién de valores propios :

(A—diI)vl =0, (A—-dI)v?=0...

Los vectores propios en forma de columnas:

1 2 n

v v v

1 2 n

1_ | V2 2 _ | Y2 n_ | Y2
v = _ A _ yeea, VO =

1 2 n
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@ Se pueden transformar las coordenadas espaciales

(z1,22,...) = (), 25,...)
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Formas cuadrz

@ Se pueden transformar las coordenadas espaciales

(z1,22,...) = (), 25,...)

La transformacién lineal (rotacién de coordenadas) se lleva a cabo

con la matriz

CH
V: 2 2 = 1 2 oo
’Ul '02 v A%
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Formas cuadrdticas

@ Se pueden transformar las coordenadas espaciales

(z1,22,...) = (), 25,...)

La transformacién lineal (rotacién de coordenadas) se lleva a cabo

con la matriz

CH
V: 2 2 = 1 2 oo
’Ul '()2 v A%

— La matriz diagonal es D = VtAV

— Las nuevas coordenadas son X’ = VtX
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Formas cuadrdticas

Ejemplo:  Describe la cénica 2x2 + zy + 3y? = 2

La ecuacién puede escribirse en forma matricial como
X'AX =2, donde X =

Realiza las siguientes etapas:

@ Encuentra la expresion de A.
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Formas cuadrdticas

Ejemplo:  Describe la cénica 2x2 + zy + 3y? = 2

La ecuacién puede escribirse en forma matricial como
X'AX =2, donde X =

Realiza las siguientes etapas:

@ Encuentra la expresion de A.

El resultado es

D= N
W N
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Formas

@ Diagonaliza la matriz A.
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Formas cuadrdticas

@ Diagonaliza la matriz A.

Resultado:

V2 g 3.207 0
D - =
0o =2 0 1.793

© Obtén la matriz V.
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Formas cuadrdticas

@ Diagonaliza la matriz A.

Resultado:

V2 g 3.207 0
D = g
0o =2 0 1.793

© Obtén la matriz V.

Resultado: Dado que los vectores propios son:

0.383 ) —0.924
0.924 |’ 0.383

entonces:

0.383 —0.924
0.924 0.383
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@ Realiza la transformacién a las nuevas coordenadas, X’ = VtX.
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Formas cuadrdticas

@ Realiza la transformacién a las nuevas coordenadas, X’ = VtX.

Resultado:
x’ 0.383x + 0.924
X/ = —ViX = i Y
y' —0.924x + 0.383y
Es decir:
' = 0.383x 4 0.924y
y = —0.924x + 0.383y
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Formas cuadrdticas

@ Realiza la transformacién a las nuevas coordenadas, X’ = VtX.

Resultado:
x’ 0.383x + 0.924
X/ = —ViX = i Y
y' —0.924x + 0.383y
Es decir:
' = 0.383x 4 0.924y
y = —0.924x + 0.383y

© Expresa {x,y} en términos de {z’,y’}.

Formas cuadréticas y series de Taylor 14 /22



Formas cuadrdticas

@ Realiza la transformacién a las nuevas coordenadas, X’ = VtX.

Resultado:
x’ 0.383x + 0.924
X/ = —ViX = i Y
y' —0.924x + 0.383y
Es decir:
' = 0.383x 4 0.924y
y = —0.924x + 0.383y

© Expresa {x,y} en términos de {z’,y’}.

x = 0.383z" — 0.924y’
y = 0.924z’ + 0.383y’
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Formas cuadrdticas

Q Sustituye x y y en

222 +xy + 3y? =2
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Formas cuadrdticas

Q@ Sustituye x y y en
222 +xy + 3y? =2

Resultado:

Se obtiene la ecuacién de la cénica en los ejes =’ y y’:

3.207(x")% + 1.793(y)* = 2

Este resultado se obtiene también directamente al usar los valores

propios dy y d2 y escribir la forma cuadratica candnica.
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Formas cuadrdticas

Q@ Sustituye x y y en
222 +xy + 3y? =2

Resultado:
Se obtiene la ecuacién de la cénica en los ejes =’ y y’:
3.207(x")% + 1.793(y)* = 2

Este resultado se obtiene también directamente al usar los valores

propios dy y d2 y escribir la forma cuadratica candnica.

La ecuacidn se puede reacomodar:

x’ 2 / 2
Yy
0.790 1.056

(A qué tipo de lugar geométrico corresponde?
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Formas cuadrdticas

Se trata de una elipse:

Yy x!
1.0 -
05
’
Yy
= 70‘5 0‘5 19 L
-05F
" Geométricamente, los vectores
v1 y v2 definen los nuevos ejes

tras la rotacién de coordenadas.
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Series de Taylor

Series de Taylor

Expansién de z = f(x,y) a segundo orden alrededor de 7o = (20, Yo):

o o
f(x,y) = f(zo,y0) + la—f ($—$0)+—f (y—yo)] +
€T T0 8y 70
1 |0%f 0% f
21 [amz n (x —x0)® + 2 0By |x, (z — x0)(y — o)
o%f
+a—y2m(”_""°)2] e
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Series de Taylor

Si (xo,yo0) = (0,0):

d d
f@y) = f0.0+ |2 @+ (yﬂ ;.
Z(0,0) 9Y1(0,0)
1| 9%*f 3l 4 o*f o’ f 2
2! | 9x? Fo(w) * Ozdy (0,0)(wy) M 8—y2 (0,0)(y) A

Formas cuadraticas y series de Taylor 18 /22




Series de Taylor

Si (xo,yo0) = (0,0):

f@y) = f0.0+ |2 @+ (y>}
Z | (0,0) Y l(0,0)
119% 0% f *f ;
51 920y (070)(0611) + 992 (0’0)(9) } +...
f of
= 100+ (3230 @
oz’ 8 ©0,0)
1 ot o'
Ox? Oxd L
+5($7 y) asz 8w2fy ™ Skl
Jyox oy? ©0,0)
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Series de Taylor

Si (zo,yo) = (0, 0):

f@y) = f0.0+ |2 @+ (y>}
Z | (0,0) Y l(0,0)

19 0% f f ;

51 920y (070)(0611) + 992 (0’0)(9) } +
f of

= £, o>+( ) - (@)
9z’ 0y /| 0.0
9%f  9%f
2 xr

Jyox By ©0,0)

= f(O, 0) + V.f|(0’0). (IB, y) + (:E,y) H|(o,o)( z )
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Series de Taylor

La matriz o2%f o2%f
2
H=| 53 %Y (1)
oydx Oy?

se llama el Hessiano de f(x,v).

Si f£(0,0) = 0y es un punto critico:

1 hi1 hia T
f(z,y) = = (=,9) (2)
’ 2! ha1  ha2 ]

f(x,y) se comporta localmente como una funcién cuadrética.

= En un minimo de una funcién, a segundo orden se tiene la

aproximacion arménica.
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Ejemplo: Expresa f(zx,y) = sen(2z? + zy + 3y?) como serie de Taylor
a segundo orden alrededor de (0, 0).

f(an) =0
Vf(0,0) = (0,0)

2= (55)
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Series de Taylor

Ejemplo: Expresa f(zx,y) = sen(2z? + zy + 3y?) como serie de Taylor
a segundo orden alrededor de (0, 0).

f(an) =0
Vf(O’O) = (070)
4 1
H =
1 6
Por lo tanto:
1 4 1
f(w7y) = E(a:ay) *
1 6

_ 2 2 .
= 2z +zy+3y" +... En Mathematica, para obtener la
matriz Hessiana, aplica sucesiva-

Valores propios de H: 6.414, 3.586;

. ] mente el operador gradiente:
positivos, se trata de un minimo. Grad[Grad (£ [x,y] , {x, 3}, {x,y}]
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Graficamente:

sen(2z? + zy + 3y?) 222 + zy + 3y?

Function 3y 24 xRy 29X
1 1 - T
b

0.8

05 - ~
0.6

> 0 q
0.4

0.5 - q
0.2

1 L 1 ! 0
1 0.5 0 0.5 1
x x
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Series de Taylor
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