
Estadı́stica cuántica/JHT 1 / 26

Estadı́stica cuántica

Jesús Hernández Trujillo, Facultad de Quı́mica, UNAM
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Considerar un sistema de partı́culas indistinguibles en el estado ν:

ν = {n1, n2, . . . , nj , . . .}

Además:

N =
∑

j

nj ⇒ número de partı́culas en estado ν

ENν =
∑

j

ǫjnj ⇒ energı́a del estado ν

Fermiones: nj = 0, 1 con restricción

Bosones: nj = 0, 1, 2, . . . sin restricción

Casos:

� Estadı́stica de Bose-Einstein

� Estadı́stica de Fermi-Dirac



Estadı́stica de Bose-Einstein
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βpV = lnΞ , Ξ =
∑

N

∑

ν

e−β(ENν−µN)

En términos de los números de ocupación de estados de una partı́cula:

Ξ =
∑

N

∑

{nk}

exp

[

−β
∑

j

(εj − µ)nj

]

sujeto a

N =
∑

j

nj

La restricción representada por {nk} com-

plica evaluar la suma que define a Ξ.
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La exponencial de la suma en el argumento de Ξ es igual al producto

de las exponenciales:

exp [−β
∑

j

(εj − µ)nj] = exp [
∑

j

{−β (εj − µ)nj}]

= Πje
−β(εj−µ)nj

= Πj[e
−β(εj−µ)]nj

Por lo tanto:

Ξ =
∞∑

N=0

∑

{nk}

Πj[e
−β(εj−µ)]nj

La doble suma expresa lo siguiente:

Paso 1. Se toma N = 0 y la suma interna se hace para todos los

valores de nj cuya suma sea 0; la única opción es que todos los

valores de nj sean 0.
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Paso 2. Se hace N = 1 y la suma interna se hace para todos los

valores de nj cuya suma sea 1.

Y ası́ sucesivamente.

A manera de ilustración, considerar un sistema con 3 estados y los

valores N = 0, 1, 2.

N = 0: En este caso: n0 = n1 = n2 = 0.
∑2

k=0 nk = 0.

{0, 0, 0}
︸ ︷︷ ︸

ν=0

E00 = ǫ0(0) + ǫ1(0) + ǫ2(0)

N = 1: Hay tres estados tales que
∑2

k=0 nk = 1.

{1, 0, 0}
︸ ︷︷ ︸

ν=0

, {0, 1, 0}
︸ ︷︷ ︸

ν=1

, {0, 0, 1}
︸ ︷︷ ︸

ν=2

E10 = ǫ0(1) + ǫ1(0) + ǫ2(0) = ǫ0

E11 = ǫ0(0) + ǫ1(1) + ǫ2(0) = ǫ1

E12 = ǫ0(0) + ǫ1(0) + ǫ2(1) = ǫ2
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N = 2: Hay seis estados tales que
∑2

k=0 nk = 2.

{2, 0, 0}
︸ ︷︷ ︸

ν=0

, {0, 2, 0}
︸ ︷︷ ︸

ν=1

, {0, 0, 2}
︸ ︷︷ ︸

ν=2

E20 = ǫ0(2) + ǫ1(0) + ǫ2(0) = 2ǫ0

E21 = ǫ0(0) + ǫ1(2) + ǫ2(0) = 2ǫ1

E22 = ǫ0(0) + ǫ1(0) + ǫ2(2) = 2ǫ2

{1, 1, 0}
︸ ︷︷ ︸

ν=3

, {1, 0, 1}
︸ ︷︷ ︸

ν=4

, {0, 1, 1}
︸ ︷︷ ︸

ν=5

E23 = ǫ0(1) + ǫ1(1) + ǫ2(0) = ǫ0 + ǫ1

E24 = ǫ0(1) + ǫ1(0) + ǫ2(1) = ǫ0 + ǫ2

E25 = ǫ0(0) + ǫ1(1) + ǫ2(1) = ǫ1 + ǫ2
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La función de partición es

Ξ =
2∑

N=0

∑

{nk}

Πj[e
−β(εj−µ)]nj

� La suma interna contiene los tres bloques anteriores, cada uno

sujeto a
∑2

k=0 nk = N .

� La segunda doble suma es equivalente a sumar sobre todos los

estados de 1 partı́cula sin incluir restricción en el número de

partı́culas:

Ξ =
2∑

n0=0

2∑

n1=0

2∑

n2=0

exp[−β(ǫ0 − µ)n0] exp[−β(ǫ1 − µ)n1] exp[−β(ǫ2 − µ)n2]

=
2∑

n0=0

exp[−β(ǫ0 − µ)n0]
2∑

n1=0

exp[−β(ǫ1 − µ)n1]
2∑

n2=0

exp[−β(ǫ2 − µ)n2]
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Estadı́stica cuántica/JHT 8 / 26

Por lo tanto, la expresión de Ξ es un producto de sumas sin

restricciones en los números de partı́culas:

Ξ = Π2
j=0







2∑

nj=0

[
e−β(εj−µ)

]nj






partı́culas independientes.

En general:

Ξ =
∞∑

N=0

∑

{nk}

Πj[e
−β(εj−µ)]nj = Π∞

j=0







∞∑

nj=0

[
e−β(εj−µ)

]nj







La suma interna con la restricción seguida de la suma sobre to-

dos los números de partı́culas es equivalente a la suma sobre to-

dos los números de ocupación sin imponer restricción alguna y su

posterior multiplicación sobre todos los estados de una partı́cula.
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Nótese que no hay restricción sobre los valores de nj (estadı́stica de

Bose-Einstein);

Ahora, simplificar

Ξ = Π∞
j=0







∞∑

nj=0

[
e−β(εj−µ)

]nj







Usar la serie geométrica:

∞∑

k=0

xk =
1

1− x
, |x| < 1

entonces:

Ξ = Π∞
j=0

{
1

1− eβ(µ−εj)

}
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Por lo tanto:

βpV = lnΞ = ln
{
Π∞

j=0[1− eβ(µ−εj)]−1
}

= −
∑

j

ln
[
1− eβ(µ−εj)

]

Ahora, calcular el número de ocupación promedio del estado j sobre

todo el ensamble.

El número de partı́culas es

N = 〈N〉 =
∂ ln Ξ

∂(βµ)

= −
∑

j

∂

∂(βµ)

{
ln
[
1− eβ(µ−εj)

]}

=
∑

j

eβ(µ−εj)

1− eβ(µ−εj)
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Además:

〈N〉 =
∑

j

〈nj〉

Por lo tanto:

〈nj〉 =
eβ(µ−εj)

1− eβ(µ−εj)
Función de distribución

de Bose-Einstein

Cuando µ = εj :

� 〈nj〉 diverge (Condensación de Bose).

Puedes ver un video sobre 4He AQUÍ.

� Efectos cuánticos a escala macroscópica a bajas temperaturas.

� Superfluidez.

https://www.youtube.com/watch?v=2Z6UJbwxBZI
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� El estudio de gases cuánticos ultrafrı́os (bosónicos o fermiónicos)

es un tema actual en la comunidad cientı́fica.

� Son de interés en el estudio de superfluidez y superconductividad.

� Las mezclas isotópicas de litio son relevantes en este campo.
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Un poco de historia:
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En este caso, hay que restringir los números de ocupación a 0 ó 1:

Ξ = Π∞
j=0







1∑

nj=0

[
e−β(εj−µ)

]nj






= Π∞

j=0

[
1 + eβ(µ−εj)

]

Por lo tanto:

βpV = lnΞ =
∑

j

ln
[
1 + eβ(µ−εj)

]

Además:

〈nj〉 =
eβ(µ−εj)

1 + eβ(µ−εj)
Función de distribución

de Fermi-Dirac
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En resumen:

ΞFD,BE = Πj

[

1
+
− e−β(εj−µ)

]+
−

〈nj〉FD,BE
=

eβ(µ−εj)

1
+
− eβ(µ−εj)

De manera equivalente:

f(εj) ≡ 〈nj〉 =
eβ(µ−εj)

1± eβ(µ−εj)
=

1

eβ(εj−µ) ± 1
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f(ε) =







1
eβ(ε−µ)+1

: Fermi–Dirac

1
eβ(ε−µ)−1

: Bose-Einstein

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

-3 -2 -1  0  1  2  3

Bose-EinsteinFermi-Dirac

(ε− µ)/kT

f(ε)

Fermi–Dirac: f(µ) = 1/2

Lı́mite clásico

(β → 0, f(ε) ≪ 1)

eβ(ε−µ) ≫ 0

Misma función de distribución
︷ ︸︸ ︷

f(ε) ≈ e−β(ε−µ)
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Regimen tipo de ocupación promedio

partı́cula de un nivel

Clásico Fermión ≪ 1
Bosón ≪ 1

Cuántico Fermión < 1
Bosón ≫ 1 para estados

de menor energı́a

Ver: Ch. Kittel, Thermal Physics, W. H. Freeman & Co. 1980.
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FD (ej, electrones en metales): efecto de la temperatura:

� TF = EF/k.

� A 0 K, f(ε) es una función escalón.

� : µ0 energı́a de Fermi a 0 K.
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Dado que
∑

j 〈nj〉 = N :

〈N〉 =
∑

j

〈nj〉 =
∑

j

[
eβ(εj−µ) ± 1

]−1

A T grande (β pequeño), eβ(εj−µ) ≫ 0.

En el llamado lı́mite clásico:

〈nj〉 = [eβ(εj−µ)]−1 = eβ(µ−εj)

por lo que

〈N〉 =
∑

j

eβ(µ−εj) = eβµ
∑

j

e−βεj ,

eβµ =
〈N〉

∑

j e
−βεj
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Al sustituir este resultado en 〈nj〉:

〈nj〉 = eβ(εj−µ) = [eβµ] e−βε

=

[

〈N〉
∑

j e
−βεj

]

e−βεj

Al reacomodar, se obtiene la probabilidad de encontrar una partı́cula en

el estado j:

Pj =
e−βεj

q
=

〈nj〉

〈N〉

donde

q =
∑

j

e−βεj ⇒ Función de partición de una partı́cula
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En el lı́mite clásico, la probabilidad de encontrar una partı́cula en el

estado j se expresa:

� en términos de la función de partición de 1 partı́cula o

� como la fracción de la población promedio del estado.

El siguiente paso, es obtener la función de partición canónica del

sistema de partı́culas independientes en el lı́mite clásico.

De la termodinámica clásica, para una substancia pura: G = µN .

Dado que G = A+ pV :

βµ 〈N〉 = β 〈A〉+ βpV
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Dado que

β 〈A〉 = − lnQ y βpV = lnΞ
Función de partición

canónica del sistema

de partı́culas
entonces:

βµ 〈N〉 = − lnQ+ lnΞ

lnQ = −βµ 〈N〉+ lnΞ

Además:

Ξ = Πj[1± e−β(εj−µ)]±1

ln Ξ = ±
∑

j

ln[1± e−β(εj−µ)]

Ahora, aproximaremos la función logaritmo natural con una serie de

Taylor:

ln[1± x] = ±x−
x2

2
±

x3

3
− . . .
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En este caso, x se identifica con la función exponencial. Cuando x es

pequeño:

ln[1± x] = ±x

Esto se cumple cuando β(εj − µ) ≫ 0.

Por lo tanto:

ln Ξ = ±
∑

j

[±e−β(εj−µ)] =
∑

j

e−β(εj−µ)

Al sustituir en la expresión de lnQ:

lnQ = −βµ 〈N〉+
∑

j

e−β(εj−µ)

= −βµ 〈N〉+ eβµ
∑

j

e−βεj = −βµ 〈N〉+ eβµ q
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Dado que

eβµ =
〈N〉

∑

j e
−βεj

=
〈N〉

q

entonces

lnQ = −βµ 〈N〉+ 〈N〉

Adicionalmente:

ln eβµ = βµ = ln
〈N〉

q
; βµ = ln 〈N〉 − ln q

Por lo tanto:

lnQ = −〈N〉 ln 〈N〉+ 〈N〉 ln q + 〈N〉
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Por la aproximación de Stirling, ln[〈N〉!] = 〈N〉 ln 〈N〉 − 〈N〉:

lnQ = 〈N〉 ln q − ln[〈N〉!]

= ln q〈N〉 − ln[〈N〉!]

Por lo tanto:

Q =
q〈N〉

〈N〉!

Simplificar la notación e introducir

las variables independientes:

Q(N, V, T ) =
q(V, T )N

N !

Función de partición canónica de un

sistema de partı́culas independientes

en la distribución de Boltzmann
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