Mecanica cuantica

Prof. Jesus Hernandez Trujillo Facultad de Quimica, UNAM

Indice

1. Introduccién
1.1. Quimica cudntica . . . . . . . . . .. ..
1.2. Ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo . . . . . . . .. . .. ..
1.3. Principio de incertidumbre . . . . . . . . ... ..o
1.4. Interpretacién estadistica de la funcién deonda . . . . . . . . ... . ...
1.5. Limite clasico . . . . . . . . . . .

1.6. Aplicacién de la mecénica cuantica en quimica . . . . . . .. . ... ...
2. Ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo

3. Operadores
3.1. Definiciones . . . . . . . ...
3.2. El problema de valores propios . . . . . . . ... ... ... ...
3.3. Algunos operadores de la mecénica cuantica . . . . . . . ... .. ... ..
3.4. Valores esperados . . . . . . . ...

3.5. Operadores Hermitianos . . . . . . . .. . .. ... ... ... .......
4. Postulados de la mecanica cuantica
5. Superposicion de estados
Apéndices
A. Espacios vectoriales
B. Producto escalar y ortogonalidad
C. Demostraciones de teoremas sobre operadores

Referencias

coO o Ut k= N NN

10
11
14
16
18
20

24

28

30

30

31

32

37



1 INTRODUCCION

1. Introduccién

1.1. Quimica cuantica

La mecéanica cuantica consiste en el estudio del comportamiento de la materia y
la energia a escala microscopica. Adicionalmente, la quimica cuantica trata sobre la
aplicacion de los principios de la mecanica cuéntica al estudio de la estructura atémica,
molecular y la espectroscopia. La quimica cuéntica forma parte de la fisicoquimica, la
cual aporta los fundamentos fisicos de la quimica. Los siguientes, son ejemplos del tipo de

informacién que proporciona la quimica cuéntica:

» Propiedades moleculares (momentos dipolares, etc).

= Geometrias moleculares.

» Propiedades espectroscopicas (espectros IR, UV, RMN; etc.).
= Estados de transicion.

» Energias de reaccién.

» Energias de interacciones intermoleculares.

= Barreras energéticas.

s Mecanismos de reaccion.

Asimismo, la quimica cuantica fundamenta los modelos de enlace quimico que se uti-

lizan para entender la reactividad quimica.

1.2. Ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo

Antes de iniciar el estudio de la quimica cuéntica, es necesario introducir los principios
bésicos de la mecénica cuantica. Se recomienda repasar el contenido de la unidad 1 del
curso de Estructura de la materia. La mecanica cuéntica es una teoria microscopica que
considera la dualidad onda-particula de la materia con una longitud de onda dada por
relacion de de Broglie. De acuerdo con sus principios, es imposible determinar experimen-
talmente la trayectoria de una particula y ésta, ademas, manifiesta un comportamiento
ondulatorio. Consecuentemente, la dindmica de la particula no puede ser caracterizada
mediante la segunda ley de Newton. De esta manera, se reconoce que una teoria macros-
copica como la mecénica Newtoniana (mecénica clasica) es insuficiente para describir el
comportamiento microscopico de los sistemas fisicos. Adicionalmente, también se observa
que la luz se comporta como particula en diferentes circunstancias (efecto Compton y
efecto fotoeléctrico). La observacion de un comportamiento a la vez de onda y de particu-
la es consecuencia de la imposibilidad de asignar a los fendémenos microscoépicos modelos

basados en nuestra experiencia cotidiana.
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1 INTRODUCCION

La existencia de ondas materiales, indicada por ejemplo por el patréon de difraccion
de electrones de una hoja de aluminio, sugiere la necesidad de una ecuaciéon de onda
para describir su comportamiento. En mecanica cuantica se remplaza al concepto clasico
de trayectoria por el de funcién de onda. Para describir el estado de un sistema, se
postula que existe una funcién de las coordenadas de las particulas y del tiempo, la funcién
de onda. Por ejemplo, para la molécula de agua, es necesario utilizar las coordenadas z, y
y z de los diez electrones, de los ntcleos del oxigeno y de los dos hidrégenos. Asimismo, se
debe incluir el estado de espin del sistema, importante propiedad que sera analizada mas
adelante en el curso.

En el caso de una particula, la funcion de onda, ¥(x,y, z,t), satisface la ecuacion de

Schrédinger dependiente del tiempo:

_EG\I/(x,y,z,t) L h_2 0?V(z,y,2,t)  0*U(x,y,2,t) O*U(x,y,z2,t)
i ot T 2m 0x? O0y? 022
+V(x7 y7 Z7 t)ql(x7 y7 Z7 t)7 (1)

donde A = h/27m, h =~ 6.626 x 1073* J s es la constante de Planck,! m es la masa de la
particula, i = /=1y V(z,y,z2,t) es una funciéon de la energia potencial que describe la
interaccion de la particula con su entorno.

En una dimension, la correspondiente funciéon de onda es ¥(z,t) y cumple

_ hov(x,1) h_282\1f(:17,t)

+ V(z,t)¥(x,t), (2)

i Ot " 2m 02

De la misma manera en que la velocidad de la luz es la referencia que marca la relevancia
de los efectos relativistas, h es la constante fundamental en mecénica cuantica. Mediante
la funcién de onda, y los postulados de la mecanica cuéntica, es posible conocer toda la
informacion disponible del sistema. La funciéon de onda se obtiene al resolver la ecuacion
de Schrédinger dependiente del tiempo, una vez que se conocen las condiciones especificas
del problema. La ecuacién (1) es la ecuacion de movimiento de la mecanica cuantica, de la
misma manera como la segunda ley de Newton lo es en mecéanica clasica para una particula
macroscopica. En este caso, las variables independientes son la entropia, S, el volumen,

V, y el ntmero de moles, N.

Aunque las particulas (por ejemplo: electrones, atomos, moléculas) se encuentran en
el espacio tridimensional, a menos que se senale lo contrario, en el resto del documento se

utilizaré el caso unidimensional para describir conceptos béasicos de la mecanica cuantica.

'El 20 de mayo de 2019 entré en vigor el actual sistema internacional de unidades, de-
finido en términos de constantes fisicas. En particular, la constante de Planck tiene el va-
lor fijo h = 6.62607015 x 1073* J s y permite definir al kilogramo. Maés informacién
puede ser consultada en https://www.bipm.org/en/measurement-units/si-defining-constants vy

https://www.nist.gov/pml/owm/si-units-mass.
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1 INTRODUCCION

1.3. Principio de incertidumbre

El principio de incertidumbre de Heisenberg establece, a partir de la interpretaciéon
de observaciones experimentales sobre sistemas microscopicos, que no es posible conocer
con exactitud la posiciéon, x y el momento lineal, p = mv, de una particula de manera
simultanea y en cualquier instante. Esta imposibilidad va mas alld de las limitaciones
experimentales y se refiere a un aspecto fundamental de la formulacién tedrica. El producto
de las incertidumbres en la posicién y el momento lineal —dadas por las correspondientes

desviaciones estandar, o, y 0, respectivamente— es del orden de la constante de Planck:
h
Ox0p > 5" (3)

Como consecuencia del principio de incertidumbre, no es posible conocer la trayectoria de
una particula. En contraste, en mecanica clésica, una vez que se conoce la ecuacién de
movimiento més las condiciones iniciales del problema, si es posible conocer la trayectoria
que seguird una particula en cualquier instante. Para ilustrar esta situacién, considérese
un problema de Fisica I: describir el movimiento de una particula de masa m en una
dimension, bajo la acciéon de una fuerza constante, Fy (por ejemplo, el movimiento de un

objeto bajo la accion de la gravedad). De acuerdo con la segunda ley de Newton:

d>x(t
Fo=mag=m dﬁg)’ (4)

donde z(t) es la posicion de la particula en funcion del tiempo y ag es la aceleracion
constante. La velocidad de la particula es la derivada de x con respecto a t, v(t) = dx(t)/dt.
Ademas, las condiciones iniciales del problema consisten en el conocimiento de la posiciéon

y la velocidad de la particula de masa m en un instante dado tg:
x(to) = X, U(to) =",

o bien, la posicién xg y el momento lineal, pg = muyg, en tp.

La ecuacion (4) puede escribirse en términos de la velocidad,

D) _ o (5)

y, después de integrar con respecto a t, conduce a

ot) = / ao dt = agt + Cy (6)

donde Cy es una constante de integracion que puede evaluarse al utilizar v(tg) = vy en

(6):

vy = agty + C1; C1 =vg — aptp .

Al sustituir C; en (6) se obtiene

v(t) = agt + vo — agto = ao(t — to) + vo . (7)
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1 INTRODUCCION

Para conocer la posicion de la particula en cualquier instante, es necesario integrar (7)

respecto a t:
2(t) = /v(t) it = / lao(t — to) + vo] dt
es decir,
ao 2
z(t) = > (t —to)” + vot + C2, (8)
donde C'5 es una segunda constante de integraciéon de la ecuacién diferencial de segundo

orden (4). Para conocer Cy es necesario utilizar z(tg) = zo:
o 2
To = 7(750—150) +voto + C2;  Cp = 20 — voto -
Al sustituir Cy en (9), se obtiene

a
z(t) = 70 (t — to)% + vot + zo — volo -

Es decir, la trayectoria de la particula estad dada por

z(t) = % (t —to)? + v (t — to) + 0 . (9)
Se trata de una parabola como la indicada en la Figura.
x(D)
. —pendiente = v,
Xo

to
Este ejemplo ilustra como en mecénica clasica es posible conocer la trayectoria de una
particula, es decir, su movimiento pasado y futuro, cuando se dispone de suficiente infor-
macion (la fuerza que actia sobre ella, su masa y las condiciones iniciales). En cambio, en
mecanica cuantica, sélo es posible conocer la probabilidad de que la particula se encuentre

en un lugar en el espacio en cierto instante.

1.4. Interpretacion estadistica de la funcién de onda

De acuerdo con la interpretacion de Born, si la funcién de onda tiene el valor W(zx,t)
en un cierto instante ¢, la probabilidad de encontrar a la particula entre z y x + dx es
proporcional a |¥(xz,t)|?dz, donde |¥(z,t)|?> = W(x,t)*V(z,t) y ¥(x,t)* es el complejo
conjugado de ¥(x,t) pues la funcién de onda puede ser una cantidad compleja. Por lo
2

tanto, |¥(z,t)|? es una densidad de probabilidad.? Se concluye que es |¥(z,t)|? la que

tiene interpretacion fisica directa y no ¥(x,t).

2En tres dimensiones, la probabilidad de que la particula se encuentre entre (z,9,2) y (x +dz,y +

dy, z + dz) en un instante dado es proporcional a |¥(x,y, 2, t)|>drdydz.

Prof Jesus HT FQ-UNAM



1 INTRODUCCION

| (x, 1)]?

|V (,t)|? dx

"dr

Como se analiz6 anteriormente, en mecanica clasica, la posicién y el momento lineal de
la particula son funciones del tiempo y el estado del sistema se describe especificando x(t)
y p(t). En mecéanica cuéntica, en cambio, se establece cudl es la probabilidad de encontrar
a la particula en el punto x en el instante ¢t y lo mismo para p. Es decir, la mecanica
cuéntica permite predecir la probabilidad de obtener alguno de varios posibles resultados
a partir de la medicién de una propiedad del sistema.

En estadistica, el valor promedio, z = (z), de una propiedad x que puede tener los

valores {x;,7 =1,..., N} con probabilidades {P(x;),i =1,..., N}, se obtiene mediante

N
() => @ P(z;). (10)
=1

En la expresion anterior, P(z) es un funcion de distribucion de probabilidades discreta.

En otros casos, la funcién de distribucion puede ser continua:

m:/w@m.

Tal es el caso, por ejemplo, de la distribucién normal

1
e—(@—(x))?/(20?)

p(r) = o

donde o2 la varianza de la distribucion, tal que

/00 p(r)dr =1

—00

Ejemplo:

1. El rendimiento en el consumo de gasolina de automoviles compactos de una marca
particular sigue una distribucién normal con una media de 15.2 km/L y desviaciéon
estandar de 1.5 km/L. ;Qué porcentaje de estos automoviles tendra un rendimiento

igual o mayor a 17.5 km/L?

En este caso, p = 15.2 y 0 = 1.5. La probabilidad es:

< 1

e~ @=@)?/(20%) g — 0.0626

Pz >17.5 :/
( ) 17.5 OV 2T
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1 INTRODUCCION

P(z > 17.5)

z/km L~}

Por lo tanto, 6.26 % de los automoviles tendra un redimiento igual o mayor a 17.5
km/L.

En mecéanica cuantica, el valor promedio de la posicién de una particula se obtiene al

identificar a la funcion de distribucién de probabilidad continua con |¥(z,t)|?:

b
() :/ 2|0 (z, )2 dx . (11)

Usualmente x € (—o00,00). Ademas, ¥(z,t) puede ser una cantidad negativa o compleja
pero |¥(z,t)[?, el cuadrado del modulo de W(z,t), siempre es positivo, como se muestra

esqueméticamente en la figura.

ILP(X,DIZ\AQ/\‘
Wix,h—
4

Es importante aclarar que la particula no se distribuye en el espacio como una onda
sino que es a ¥(x,t) a la que se atribuye el comportamiento ondulatorio. La naturaleza
estadistica de la mecénica cuantica es ilustrada mediante el siguiente ejemplo. En un expe-
rimento de difraccién de electrones, aunque no es posible predecir el lugar donde cada uno
de ellos incidira sobre la pantalla de manera individual, si se obtiene una distribucién bien
definida, es decir, un patréon de difraccién. En la siguiente figura se muestra el resultado
de hacer incidir (a) unas cuantos y (b) muchos electrones sobre la pantalla. Ese patron de

difraccion es susceptible de ser obtenido mediante la mecénica cuéntica.

Prof Jesus HT FQ-UNAM



2 ECUACION DE SCHRODINGER INDEPENDIENTE DEL TIEMPO

-y

1.5. Limite clasico

Es posible demostrar que la mecanica cuantica se reduce a la mecanica clasica en el
caso de objetos macroscopicos. Por ejemplo, en mecénica cuantica, se obtiene el siguiente
resultado: 2 ()

(F) = m—a - (12)
Esta ecuacién se conoce como teorema de Ehrenfest. En el limite cuando A — 0, donde
A es la longitud de onda de de Broglie, es posible eliminar los promedios y obtener la

segunda ley de Newton, F' = m d%x/dt>.

1.6. Aplicaciéon de la mecanica cuantica en quimica

La quimica cuéntica consiste en la aplicacién de los principios de la mecénica cuantica
a la quimica y forma parte de la fisicoquimica. La definicién del enlace quimico y el estudio
de las transformaciones quimicas a nivel molecular tienen sus fundamentos en la quimica
cuantica.

Asimismo, existen problemas de interés quimico que involucran el conocimiento de las
soluciones de la ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo. Ejemplos importantes
son: (1) interaccion entre la radiacion electromagnética y la materia (absorcion, emision
o dispersion) y sus consecuencias en la espectroscopia; y (2) colisiones entre atomos y
moléculas que conducen a reacciones quimicas y transferencia de energia. En algunos
casos, como en la determinacién de una estructura quimica, es frecuente que la solucién
de la ecuacion independiente del tiempo sea suficiente para obtener informacién relevante
sobre los sistemas (por ejemplo en el estudio de mecanismos de reacciéon o interacciones

intermoleculares).

2. Ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

Existe un caso particular de la ecuacion de Schrédinger que es importante en el estudio

de la estructura de atomos y moléculas. Se trata de aquél donde la funcién de la energia

Prof Jesus HT FQ-UNAM



2 ECUACION DE SCHRODINGER INDEPENDIENTE DEL TIEMPO

potencial es independiente del tiempo. Esto conduce a una forma particular para ¥(z,t).

Al considerar V' (z) en lugar de V' (z,t) en (2) se obtiene

2 92
el EOMED | vy, (13)
una ecuaciéon diferencial parcial de segundo orden en dos variables. Dada la forma de
esta ecuacién, es posible utilizar el procedimiento de separacion de variables con el fin
de transformarla en dos ecuaciones diferenciales ordinarias, cada una de ellas dependiente
de z y t, respectivamente. Primero, es necesario escribir ¥(z,t) como el producto de una

funcién que dependa sélo de x y otra que dependa de t:

U(z,t) = f(t)Y(x). (14)
Al sustituir (14) en (13), y por las propiedades de la derivada, se obtiene

2 2 T
2 [ vto) = gt | TP+ vorroua).

Notese que en esta ecuaciéon se han utilizado derivadas ordinarias y no parciales debido a
que cada una de las nuevas funciones depende de una variable solamente. Al dividir por
f(t)1(x) se obtiene una ecuacion que iguala dos funciones de variables diferentes pues en
general la derivada de una funcién es otra funcién que depende de las mismas variables
que la funcién original. En este caso, la inica manera de que la igualdad se cumpla es que

cada miembro de la ecuacién sea igual a una constante, E:

hl dft)y B 1 d*(x) _
IO @ i) 42 VW )

Se postula que E es la energia de la particula. A partir de (15), se obtienen dos ecuaciones

diferenciales ordinarias. La primera de ellas es

hd f(t) -
—o - Ef(H) =0. (16)

Se trata de una ecuacién diferencial de primer orden con coeficientes constantes con solu-

cién de la forma
f)y=e", (17)
donde r es una constante. Al sustituir (17) en (16) se obtiene
—E,re” + Eet=0.
i

Dado que e es siempre diferente de cero, entonces es posible dividir la ecuaciéon anterior

entre esta cantidad y despejar r:

L

h
Z,T-i- 0, T 7
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3 OPERADORES

Al sustituir 7 en (17) se llega a
ft)=e Bt (18)

La segunda ecuacion diferencial ordinaria que se obtiene a partir de (15) es una de
segundo orden:

W2 d*y(x) _
—g g V(@) = Eb(). (19)

Esta es la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo en una dimension,

cuya solucion, ¥(zx), depende de la eleccion de V(x) y de las condiciones a la frontera del
problema. Esta ecuacién es un postulado de la teoria.
Al sustituir (18) en (14), la soluciéon de (13) es de la forma

U(z,t) = e Pty (z) . (20)
Notese que en este caso

W, = W, )W, 1) = [ E ()] B ()] = () ().

Es decir
W (z, )] = (@) (21)

Esto significa que la funcién de distribucién de probabilidades es independiente del tiempo.
Por esta razon, a las soluciones de la forma (20) se les llama estados estacionarios.
Muchos problemas de interés quimico pueden ser descritos en términos de funciones de
onda estacionarias.

Una vez que se define V(z), la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo,
(19), involucra dos cantidades desconocidas: ¥ (x) y E, las cuales pueden conocerse una
vez que se resuelve esta ecuacién diferencial. Para hacerlo, es necesario especificar las
condiciones a la frontera del problema, mismas que pueden conducir, de manera natural,
a la cuantizacion de E sin necesidad de asumirla a priori.

También es necesario enfatizar que la ecuacion (19) no puede ser demostrada u obtenida
a partir de la ecuaciéon de una onda clésica; se trata de un postulado de la teoria cuantica

para describir una onda material.

3. Operadores

En esta seccion se presentan algunos de los fundamentos mateméticos necesarios para
introducir el lenguaje de la mecanica cuantica.? Los espacios vectoriales juegan un papel

relevante en mecanica cuantica y se requiere definirlos de manera més amplia que sé6lo

3Una breve introduccion de los antecedentes necesarios sobre algebra lineal se encuentra en el docu-

mento Apuntes de dlgebra lineal disponible en la caja del Edificio B de la Facultad de Quimica, UNAM.

Prof Jesus HT FQ-UNAM
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3 OPERADORES

considerar a los vectores como flechas en el espacio, como se hace en cursos introductorios
de algebra lineal y fisica.*

Adicionalmente, la de relaciones entre elementos de un espacio vectorial con los de
otro via la definiciéon de operadores también es importante. En esta seccién, se analizan
algunas propiedades de los operadores lineales (también conocidos como aplicaciones o
transformaciones lineales) relevantes en la discusion de los postulados de la mecanica
cuantica. Se utiliza la notacion que frecuentemente se usa en los libros de texto de quimica

cuéntica.

3.1. Definiciones

Definiciéon 1 (Operador) Un operador es una regla de asociacion entre elementos de

dos espacios vectoriales.

Graficamente:

(G}

Un operador puede considerarse como una generalizacion del concepto de funcion. En
mecanica cuantica, a cualquier cantidad fisica (energia, momento lineal, momento dipolar,

etc.) se le asigna un operador.

Ejemplos:

2. y = f(z) = 2? + 2. La regla f asocia a a € R el elemento a® +2 € R.

3. V2 = 0%/0x2 + 0%/0y? + 0?/0=>. Este operador le asocia a una funciéon escalar en
tres variables con primeras derivadas definidas, otra funcién de las mismas variables.

T

Por ejemplo, a g(z, z,y) = e™* +seny + 2> le asocia la funciéon e=® — seny + 6z.

4. L2 = —d?/dx? 4 2. La accién de este operador sobre la funcién f(z) = e=2°/2

conduce a L2 flx) = e=*/2_ Por otro lado, por la definiciéon de ﬁ2, la igualdad

anterior es una ecuacién diferencial de segundo orden

con solucion particular y = f(x). Este ejemplo ilustra como una ecuacion diferencial
puede expresarse como una ecuacién de operadores. En particular, la ecuacion de

Schrédinger puede ser expresada como una ecuacion de este tipo.

4Ver el apéndice A.

Prof Jesus HT FQ-UNAM 11



3 OPERADORES

Es posible definir la suma y la diferencia de los operadores A y B:
(A+z§’)f = Af+Bf (22)
(A-8)s = Ar-8f (23)
La aplicacion sucesiva de operadores se llama producto (composicion) de operadores:
(4B) r = A(Br) (24)

Notese que los operadores acttian sobre f de derecha a izquierda. Cuando se hace el

producto de un operador consigo mismo, se utiliza la notacién A2 = AA.
Definicién 2 (Operador lineal) A es lineal si y solo si, Vki, ke € C, se cumple

A(kLfi + k2 f2) = kiAfi + ko Afo. (25)

Los operadores de la mecénica cuantica son lineales.
Ejemplos:

5. El operador derivada es un operador lineal pues, por las propiedades de la derivada,
se cumple que

[k f @) + kagla)] = b L+ 15

6. El operador segunda derivada es resultado del producto de dos operadores:
& _d(d
dz? — dx \dx

7. El operador diferencial de orden n se define en términos de la suma y producto de

operadores:
R mn dn— 1

d
Ly, = an(x)dx—n + an_l(:E)W +...+ al(x)a + a,(z)

Ademas, es posible probar que se trata de un operador lineal. Cualquier ecuacién

diferencial lineal de orden n puede escribirse en términos de operadores.

Ejercicios:
1. Demuestra que si A y B son operadores lineales, AB también lo es.

Prof Jesus HT FQ-UNAM



3 OPERADORES

2. Sean A = d/dx y B = 2xd/dx.
a) Determina si Ay B son lineales.
b) Calcula AB(z® — z).
¢) Encuentra la expresion para (A + B’) (A - B’)

En general, AB # BA, es decir, A y BB no necesariamente conmutan.
Definicion 3 (Conmutador de A y B) Se define como

[A,B} = AB - BA. (26)

Cuando [./Zl, B} = 0 significa que los operadores A y B conmutan; en caso contrario,

estos no conmutan.

Ejercicios:
3. Determina si A = d/dz y B = 2xd/dz conmutan.
4. ;Bajo qué condiciones se cumple la igualdad

(A+B) =&+ 248+ 57

Algunas propiedades de los conmutadores:

[A,B+é} = [A,Z’S’} + [A,é] (27)
[k-A,B} - [A,ké] :k[/l,é] (28)
[A,Bé} - [A,[S’ ¢ +B[A,é} (29)

Ejercicio:

5. Demuestra la propiedad (29).

Prof Jesus HT FQ-UNAM 13
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La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, (19), puede expresarse como

una ecuacion que involucra operadores. Para ello, es conveniente reescribirla como

n? d?
 2mdx?

+ V()| ¢(x) = E(z).

El operador entre corchetes,

_%dxg V(‘T) ) (30)

es el operador Hamiltoniano para una particula en una dimensién. En términos de este

- n* d?

operador, (19) se escribe

~

Hip(z) = Edp(x). (31)

Cuando la particula se mueve en el espacio tridimensional, la ecuaciéon de Schrédinger

independiente del tiempo correspondiente se expresa como en (31) pero en este caso

. R,

3.2. El problema de valores propios

La ecuacion (31) es de la forma
Ap(x) = ad(x), (33)

y expresa la situaciéon donde, como resultado de la aplicacion del operador A a la funcion
¢(x), se obtiene un multiplo de la funcién. En mecanica cuantica, frecuentemente se desea

resolver el siguiente problema:

Definiciéon 4 (Problema de valores propios) Dado el operador A, encontrar o(z) y
la constante a que satisfagan la ecuacion de valores propios, (33). La funcion ¢(z) se

llama la funcién propia de A y la constante a el valor propio de ¢(x).

En algunos textos se utiliza también la siguiente terminologia para referirse a las
cantidades involucradas en el problema de valores propios: a una funcién propia se le llama
funcioén caracteristica o eigenfuncién, y a un valor propio se le llama valor caracteristico o

eigenvalor.
Ejemplo:
8. Determina si f(r) = e™" es funcion propia del operador
A 1 d d 1
O=———(r*—)-=.
2r2 dr dr r
Si es asi, encuentra el valor propio correspondiente.
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3 OPERADORES

Al aplicar O sobre f(r):

A 1 d de™" e " 1 d e "
O—r:___ 2 _ :____2—7"_
‘ 2r2 dr <T dr ) T 2r2 dr (=r%e™) r
re”"(=24+r) e’ 1 _,
_—_ — —— = ——¢
2r2 r 2
Por lo tanto, Of(r) = —2f(r). Se concluye que f(r) es funcién propia de O con valor

propio —%. Este operador y la funcién f(r) se relacionan con el &tomo de hidrogeno.

Ejercicios:

Determina cudl de las siguientes es funciéon propia del operador indicado y encuentra

el valor propio correspondiente.

6. ¢(x) = Acosax + Bsenax, donde A, B, « son constantes y A= d?/dx?
7. g(x) = sen kx sen Az sen ux, donde k, A, ;1 son constantes y B=V2

8. h(z) = e‘ﬁm2/2, donde 5 >0, y

A un operador le corresponde un conjunto de funciones propias {¢; } con valores propios
{a;}. Por simetria, existe la posibilidad de que a algunas de estas funciones propias les
corresponda el mismo valor propio, en cuyo caso se dice que se trata de funciones propias

degeneradas.

Teorema 1 Una combinacion lineal de funciones propias degeneradas con valor propio a

también es funcion propia de A vy tiene el mismo valor propio, a.’

Ejemplo:

9. Las funciones

$1(0,9) = ¢ sen
ba(0,0) = e send

5Las demostraciones de los teoremas de esta seccion se presentan en el Apéndice C.
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3 OPERADORES

son funciones propias del operador
L 90 sen 93 + b 8—2
sen? 6 O¢?

sen 6 00 00

En el caso de ¥1(0, ¢):

A 1 0 0 1 02
_ 1w w0
Ovr = sen § 06 [sen 989 (e Sett 9)] * sen? 0 02 (e Set 9)

= 1 i sen9dsen9 e + 1 @ sen 6
~ \senddb do sen2 6 d¢?

v 9 9 —e
= —sen” 0 + cos” 0
sen 6 [ + ] + sen2 4

senf = —2e"? sen§ = — 2, (34)

De igual manera, se obtiene:
Othg = —2¢hy (35)
por lo que estas funciones son degeneradas con valor propio —2.

Adicionalmente, cualquier combinacion lineal de estas funciones es funcién propia
de © y tiene el mismo valor propio. Por ejemplo, sea 13 = 11 — 399 Dado que O es
lineal, debido a (25), (34) y (35):

Olihr — 31pa) = Oty — 309,
= =21 — 3(—212) = —2(¢p1 — 39p2) = 213

Oty

Es decir, 13 es funcién propia de O y tiene valor propio —2, al igual que las funciones
1 ¥ 9. Alternativamente, se puede evaluar (’ng directamente y obtener el mismo

resultado.

Posteriomente, el Teorema 1 sera de utilidad para obtener orbitales reales del atomo

de hidrégeno a partir de funciones complejas.

3.3. Algunos operadores de la mecinica cuantica

En mecénica cuantica, a una propiedad fisica A se le asocia un operador A. Por ejemplo,
en el caso del problema de valores propios expresado en (31), H es el operador asociado a
la energia. En esa ecuacion, 1(z) es una funciéon propia de # con valor propio E. Algunas
mediciones experimentales producen valores propios discretos para ciertas propiedades.
Desde el punto de vista del problema de valores propios, la situacién de que se obtengan
valores propios discretos esta determinada por las condiciones a la frontera del problema.
Es importante senalar que son las condiciones a la frontera y no la ecuaciéon de Schrodinger

las que determinan si los valores propios seran continuos o discretos; en mecénica cuéntica,
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3 OPERADORES

la posibilidad de obtener la cuantizacién de alguna propiedad de un sistema microscépico
no se asume a priori sino que surge de manera natural en la teoria.

El operador Hamiltoniano (30) es de la forma
H="T.+V (36)

donde 7, y V son los operadores de energia cinética y potencial, respectivamente. El
subindice en el primero de ellos enfatiza que se trata de un problema unidimensional y, de
acuerdo con la ecuacion de Schrodinger |, (19), se define como

A n? d?

o= =2 2 (37)

La forma del operador de energia potencial depende de las interacciones presentes en el
problema fisico en cuestion.
Clasicamente, la energia cinética de la particula puede escribirse en términos del mo-

mento lineal:

B - mu? — m?2v? w (mv)? _ ﬁ
2 2m 2m 2m
Por lo tanto,
p2 =2mE..

En mecénica cuantica , se define el operador del cuadrado del momento lineal como p2 =

2m T, donde el subindice x se refiere al problema unidimensional. Al usar la definicién

(37), se obtiene

P = omT, = 2m (—% j—;) Y
Es decir,
2 p &
pr=—"h ek (38)
Ademés, p2 = PP, y, por consistencia con (38), es posible definir
Dy = —ih% ) (39)

aunque son posibles otras definiciones de este operador que también observan esta consis-

tencia (véase Levine y Robinett).

Ejercicio:

9. Verifica que f(x) = e*** es funciéon propia de p, con valor propio k.

Prof Jesus HT FQ-UNAM
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3 OPERADORES

3.4. Valores esperados

A continuacién se discute la manera de obtener el valor esperado o valor promedio de
una propiedad A a la que corresponde el operador lineal A.

De acuerdo con la interpretacion estadistica de la funcién de onda, |¥(x,t)|? representa
una funcién de distribucion de probabilidades, tal como se ilustré en el calculo del promedio
de la posicion, (11). Desde el punto de vista de los operadores, en una dimension a la
coordenada x se le asocia el operador posicion, Z. Por su definicién, la accion de este
operador sobre una funcién implica multiplicarla por el valor de z. Se dice que Z es un

operador multiplicativo. Como tal, permite reescribir (11) de la siguiente manera:

b b
(a;>:/ x]\I/(a;,t)\zda::/ U (x)V(z,t) dx .

Al intercambiar el orden de los factores en el argumento de la integral anterior, se obtiene

b
(z) = / U (o, )30 (2, ) d (40)

En esta expresion, el operador & acttia sobre W(z,t) y se obtiene xW¥(x,t).

En el caso de otros operadores que no son multiplicativos tales como el de energia
cinética, (37) y de momento lineal, (39), no es posible utilizar una expresion similar a
(11) para calcular el promedio correspondiente. Por ejemplo, no es lo mismo f(z)p, que
Pxf(x) pues en el primer caso se trata de un operador mientras que el segundo expresa
la accion del operador p, sobre la funcién f(x). En mecénica cuantica se postula que el
valor esperado de cualquier operador que represente una propiedad fisica se obtiene de la

siguiente manera:

(A) = / U* AV dr . (41)

Por ejemplo, en el caso de una dimension, el valor esperado es:
b A~
(A) = / U*(z,t) AV (z,t) dx .
a

Ademés, debido a que |¥(z,t)|? es una funcién de distribucién de probabilidad, se debe

cumplir que
b
| 1w opa -1, (42

es decir, existe la certeza estadistica de que la particula se encuentre en algin lugar en
el intervalo de definicién del problema. Cuando ¥(z,t) satisface esta condicion, se dice
que se trata de una funciéon de onda normalizada. Puede ser que alguna funcién de onda

¢(z,t) no esté normalizada,

b
/ |p(z,t)?de = a, talque a #0, (43)
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3 OPERADORES

y que sea solucién de la ecuacién de Schrédinger. Sin embargo, |¢(x,t)|? no representa
una funcién de distribucion de probabilidades y el valor esperado de una propiedad A se

obtiene mediante .
)o@ ) A(a, t) da
Iy ¢, t)2de

Se puede observar que (44) se reduce a (41) cuando ¢(z,t) satisface (42). En el caso

{4) (44)

unidimensional, el dominio de integraciéon usualmente incluye a todos los ntimeros reales
y, desde el punto de vista matematico, la integral que aparece en (43) es una integral
impropia.% Cuando esta integral existe, es decir, cuando Ja € R, se dice que la funcién es

cuadratico integrable.

Teorema 2 Sea ¢(x,t) solucion del problema de valores propios

A~

.A(;S(l‘, t) = agb(:ﬂ, t) ’

donde A es un operador lineal. Sea, ademds, k % 0. Entonces, la funcion

gb,(ZE,t) — k¢($vt)

también es solucion del problema de valores propios y tiene el valor propio a.

Toda funcion de onda ¢(z,t) cuadrético integrable puede ser normalizada. Basta con

multiplicarla por un escalar N y exigir la satisfaccion de (42). Sea
U(x,t) = No(z,t). (45)

Debido al Teorema 2, si ¢(x,t) es solucion de la ecuacion de Schrodinger, ¥(z, t) también
lo sera.

La constante N es tal que

b b b
/ U (x,t)|*dx = / IN2¢(z,t)|*dx = N2/ |p(z,t)*de = N?a = 1.

1 1
N 46
J2 |, t)|2dx \/; 10

Por lo tanto,

Ejercicios:

Normaliza las siguientes funciones de onda.

Por ejemplo, la integral impropia de f(z) en el intervalo & € (—o0, 00) es

/:: f(z)dx = lim /jt f(z)dx .

t— o0

Se trata de un limite que puede o no existir. En este documento, cuando no cause confusion se simplificara

la evaluacion del limite.
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10. U(x,t) = Ne */?senx, donde = € [0, 7).

11. ¢(r,0,¢) = Ne=” donde a > 0y r € [0,00), 8 € [0,7] y ¢ € [0,27] son las
coordenadas esféricas. Recuerda que en este sistema de coordenadas el elemento

diferencial de volumen es dr = r2 sen 8drdfde.

3.5. Operadores Hermitianos

Sea A un operador lineal que representa a la propiedad fisica A. De acuerdo con (41),

el valor promedio de esta propiedad es
(A) = / U AVdr = / o [A\IJ] dr

Dado que (A) debe ser un nimero real, se debe cumplir que

Es decir,

/ U AVdr = [ / \I/*Awf] .

En este punto es conveniente recordar que la integral definida es el limite de una suma de
Riemann y que, en este caso, el elemento dr es un numero real. Ademaés, Vz1, 29 € C se
cumple que (21 + 22)* = 27 + 23 y que (27)* = 21. Por estas razones, la igualdad anterior

puede expresarse como sigue:
/ U AVdr = / v (Axlz) dr . (47)

Un operador que satisface (47) se llama operador Hermitiano.
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Ejemplo:
10. El operador de momento lineal, p,, es Hermitiano.

Sea 1(x) una funcion definida sobre z € (—o0, 00) con primeras derivadas continuas
tal que [~ |¢(z)|*dz existe, es decir, ¥(z) es cuadratico integrable. Ademas, v(x)

satisface las condlclones a la frontera:
Y(—00) = 9(00) =0. (48)

En este caso, el valor promedio de p, es

D= [ [

La integral anterior puede evaluarse mediante el método de integracién por partes.

Para esto, es conveniente realizar los siguientes cambios de variable:

u = P*(x) ) du = %x(x)dx
dv = %ﬂfp)dz , v = ()

Por lo tanto,

[y mpesel - v "5 «}

Por las condiciones a la frontera, (48), la integral anterior se reduce a

[Loo || aming [ oo [Fg=]acy =1 [ v [n75= e}

Y como (ih)* = —ih:
[ [ = [ oo [0

/_Oo Y peip(z)de = /_Oo () [Perp(x)]* dr . (49)

Es decir,

De acuerdo con (47), este resultado indica que el operador p, es Hermitiano.

La definiciéon de operador Hermitiano dada en (47) es un caso particular de la expresion

mas general que define a este tipo de operadores y que se enuncia a continuacion.
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Definicién 5 (Operador Hermitiano) Sea A un operador lineal. A es Hermitiano si

/f*ftgdﬂ':/g <.,th>* dr (50)

satisface:

La definicién 5 es utilizada frecuentemente en las aplicaciones. Un operador Hermitiano
también es llamado operador autoadjunto. En mecénica cuantica, un operador que
representa a la propiedad fisica A ademas de ser lineal debe ser Hermitiano. Los operadores
Hermitianos satisfacen los siguientes teoremas.

Sean {¢;} y {a;} funciones y valores propios del operador A, es decir, que satisfagan

la ecuacion (33), la cual se incluye aqui nuevamente,

Ap; = a;ig; .

Teorema 3 Los valores propios de un operador Hermitiano son nimeros reales.

Teorema 4 Las funciones propias de un operador Hermitiano son o pueden escogerse

ortogonales.

Por el Teorema 4, el conjunto de funciones propias {¢;} = {¢1, ¢2,...} de Aes ortogo-
nal;” es decir, las funciones que lo forman son ortogonales entre si. Ademaés, estas funciones

pueden escogerse normalizadas. Estas dos condiciones se pueden expresar como

[ orosir = [ grosir =5, (51)

donde

1=y
5”_{0 D14 (52)

es la delta de Kronecker.

Teorema 5 Si dos operadores lineales Hermitianos conmutan, entonces es posible selec-

cionar un conjunto completo de funciones propias comun.

Teorema 6 Si dos operadores lineales Hermitianos comparten un conjunto completo de

funciones propias, entonces conmutan.

"Ver el Apéndice B.
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Conjunto completo. Las funciones propias de un operador Hermitiano forman un con-

junto completo.

Esto significa que cualquier funcién f bien portada puede expresarse como combinacion

lineal de las funciones propias de ft,
F= kids. (53)
=0

Para encontrar al conjunto de coeficientes de esta expansion, {k;}, se multiplican ambos
lados de la igualdad por alguna de las funciones propias, por ejemplo ¢;, y se lleva a cabo

la integracion:
/ ¢ fdr = ki / Pridr . (54)
i=0

Ademas, si las funciones propias de A son ortogonales, al sustituir (51) en (54):

/qs;de SN AR
=0

De la suma en el miembro derecho de la ecuacion, so6lo el término donde i = j es diferente

de cero:
ki = / @5 () f(z)dz . (55)
Desde el punto de vista de la definiciéon del producto escalar entre dos funciones com-

plejas, k; en (55) puede interpretarse como la proyeccion de f sobre ¢;. Tal es el caso, por

ejemplo, de la expansiéon de una funcién periodica en series de Fourier.

Ejemplo:
11. Expresa a la funcién g(z) = —x + 622 como combinacién lineal de
1 3 5
fo(x) =4/ 5 fi(z) =1/-x fo(z) = \/j(—l + 32%)
2 2 8
en el intervalo I = [—1,1].

Primero, al evaluar las integrales necesarias, se verifica que las funciones fo(z), fi(x)

y f2(x) son ortonormales pues estan normalizadas:
1 1 1
[ tfaae = [ (n@Pds = [ (fe)de =1

y son ortogonales:

/ 11 fon = [ 11 f@p = [ 11 fu(@) fal)de = 0
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por lo que satisfacen (51).

Mediante la ec. (55), hay que encontrar las constantes kg, k1 y ko tales que se cumpla
9(z) = kofo(x) + k1 fi(z) + k2 f2().

Se obtiene:

%-/ﬁﬁ (z)dx = V8, ki = /!ﬁ z)de = —/2/3, @:/ih@m@mx:

Por lo tanto:

g(z) = V8 folx) — \/2/3 f1(z) + /32/5 fo(z)

4. Postulados de la mecanica cuantica

Al principio de este documento se mencioné la necesidad de una nueva teoria para
explicar un gran nimero de observaciones realizadas sobre procesos microscopicos que la
mecénica clasica no es capaz de describir satisfactoriamente. Por otro lado, los libros de
texto usualmente introducen a la mecénica cuantica mediante un conjunto de postulados
que conforman el aparato teorico, en lugar de presentar un conjunto de leyes que resuman
un gran nimero de observaciones experimentales como se hace comunmente en la discusién
de otras areas de la ciencia. Tal es el caso, por ejemplo, de las leyes de la termodinamica, las
leyes de Newton en mecanica clasica o las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo.
Una estructura alternativa en la construccion de una teoria consiste en la adopcién de una
serie de postulados. Esto se ilustra, por ejemplo, mediante los postulados de Karateodory
de la termodinamica, los cuales son equivalentes a las leyes de la termodindmica usuales.
La formulacién de la mecanica cuéntica se plantea a continuacién en base a un conjunto
de postulados que, por definicién, no son sujetos de demostraciéon y cuya justificacion
depende tanto de su capacidad para explicar las observaciones experimentales como por
las predicciones satisfactorias a las que estos conducen. Una dificultad que frecuentemente
ocurre en el estudio de la mecénica cuantica es la falta de una contraparte macroscopica
con la que estemos familiarizados por nuestra experiencia cotidiana y que nos permita
racionalizar los postulados. Sin embargo, estos constituyen las “reglas del juego” sobre
las que se basa la teoria y estos comentarios pretenden ayudar a tomarle sentido a los

enunciados que se presentan a continuacion.

Postulado 1. Funcién de onda. Existe una funciéon ¥ de las coordenadas y del tiempo
que contiene toda la informacion que puede ser determinada sobre un sistema. Es-
ta funcién es univaluada, continua, cuadratico—integrable y con primeras derivadas

continuas.
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Postulado 2. Operadores. A cada observable fisico (propiedad medible) A le corres-
ponde un operador lineal Hermitiano, A. Para encontrar el operador, se escribe la
expresion del observable en términos de coordenadas cartesianas y de las compo-
nentes del momento lineal. Se sustituye la coordenada x por el operador & y la
componente p, del momento lineal por el operador p, = —ihd/d z. En la siguiente

tabla (tomada de la Ref. [1]) se presentan algunos ejemplos:

observable sfmbolo operador simbolo
posicién T multiplicar por x T

r multiplicar por r r
momento lineal  p, —ihd/0 x Pa

p —1hV 9]
energia cinética T, —(h?/2m)0? /0 x? To

—(h2/2m) V2 T

energia potencial V' (z) mult. por V(z) ‘7(3%)

V(z,y,z) mult. por V(z,y,=2) ‘7(3%,@,2)
energia total E —(R2/2m)V2 4+ V(2,y,2) H

Notese que en el caso de los operadores de energia potencial y de energia total
dados en la tabla anterior se asume independencia de V respecto al tiempo (caso
estacionario). Ademas, el operador asociado a la energia total se puede expresar
también como ih 9/0t.

Postulado 3. Valores medibles. Los tnicos valores posibles que pueden resultar de
la medicion de una propiedad fisica A, son los valores propios a; de la ecuaciéon de
valores propios .,Zlqbl = a;¢;, donde Aesel operador lineal Hermitiano correspondiente

a la propiedad A.

Es necesario senalar que aunque A es un operador y a; un niimero, ambas cantidades

tienen las mismas unidades fisicas.

Postulado 4. Completitud. Las funciones propias de todo operador A que represente
un observable fisico forman un conjunto completo. Este postulado permite expresar
una funcion de onda para cualquier estado como superposiciéon de funciones propias

ortonormales {g;} de cualquier operador mecénico cuantico:
U= E Ci Gi -
i

Prof Jesus HT FQ-UNAM 25



4 POSTULADOS DE LA MECANICA CUANTICA

Postulado 5. Valores promedio. El valor promedio de la propiedad A de un sistema

en un estado descrito por la funcién de onda normalizada ¥ es 8

(A) = / T* AV dr .

A partir de este postulado se obtiene la interpretacion estadistica de la funcién de
onda al comparar con el promedio estadistico de una propiedad: en una variable,

|\I’|2 es la probabilidad de encontrar al sistema entre z y x + dx.

Postulado 6. Ecuacién de Schrédinger. La funcién de onda de un sistema evoluciona

en el tiempo de acuerdo con la ecuacion de Schrodinger:

oV
ot’

donde # es el operador Hamiltoniano del sistema.

HY = ih

Un aspecto importante adicional de la mecanica cuantica se relaciona con el principlio
de incertidumbre de Heisenberg y se refiere la posibilidad de que dos propiedades puedan

o no ser medidas simultaneamente.

Mediciéon Simultanea de propiedades. Las cantidades fisicas que corresponden a ope-
radores que conmutan pueden ser medidas simultdneamente a cualquier precision.

En general:

OA OAy = % ‘/ U* [Al,fig] vdr

Posteriormente se revisaran los postulados correspondientes al espin.
Ejemplos:

12. Determina si f(z) = e **, donde @ > 0y z € (—00,00) es una funciéon de onda

aceptable.

En este caso,

— La funcion es univaluada,

8El elemento diferencial dr se define en términos de las dimensiones del problema. Por ejemplo, en el

plano zy es dr = dx dy, y en R, en coordenadas esféricas, esta dado por dr = r?sen 0dr df d¢.
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— La funcién es continua pues

lim f(:E) = f(:EO)) VIE(] € (_007 OO) )

T—T0

— La funcion f'(z) = df (z)/dx es continua pues
lim f'(z) = f'(z0), Va0 € (—00,00).

T—T0

Sin embargo,

— La funcién no es cuadratico integrable pues la siguiente integral no existe:

/oo ) 00 ) 1 t

|f(x)] da::/ e “dr = —lim —|
oo oo t—0 2a|_,
ya que el limite no existe.

Por lo tanto, se trata de una funciéon que no es aceptable.

13. Obtén la expresion del operador correspondiente a la componente x del momento

angular.

En mecanica clasica, el momento angular se define como

A~

i j k
L=rxp=|z y =z |=1(yp.—2py) —J(xp. — 2ps) + k (xpy — ypz) . (56)
Pe Dy D-

Por lo tanto, L; = yp. — zp,. En mecanica cuantica :

R L0 0 . 0 9
L,=y <—Zh&> —z <_Zh8_y> = —ih <y& - Z8_y> . (57)

14. Obtén la relacion de incertidumbre para:

a) Ty pe.
Sea ¥ una funcion de onda normalizada.

Dado que [, p,] = hi (véase el ejercicio al final de la pagina), entonces:

1
Asdp, > o ' [vipva

/\II*\II dz

Ademss, |i|* = (ki) (hi)* = (hi) (—hi) = —h2i? = —h%(—1) = k2. Por lo tanto,

|hi| = h. Al sustituir este resultado en la relacion de incertidumbre, se obtiene

:%‘/qf*(m)wsg

1 1

el principio de incertidumbre de Heissenberg:

AzAp, > g (58)
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b) To ¥ P
Debido a que [7;, ﬁx] =0,T v pz pueden medirse simultaAneamente con preci-

sion arbitraria.

Ejercicio:

12. Verifica que [z, p,| = hi.

5. Superposiciéon de estados

En esta seccién se analizan las consecuencias sobre los valores que se obtienen mediante
la medicién de una propiedad fisica de un sistema cuando éste se encuentra en un estado
descrito por la funcion ¥ que puede o no ser funcién propia del operador asociado a esa
propiedad fisica. Para méas detalles se recomienda revisar la Ref. [2].

Sea A el operador asociado a la propiedad A con valores propios a; y funciones propias

Gi, /lg,- = a;g;. Dado que el conjunto {g;} es completo, entonces
U=> ci(t)g. (59)
i

Notese que los coeficientes de la combinacién lineal pueden ser funciones del tiempo.
Un ejemplo de las aplicaciones de la ec. (59) se encuentra en la espectroscopia donde
como consecuencia de la interacciéon de la materia con la radiacién electromagnética, los
valores del conjunto {¢;} cambian con el tiempo. Si ¥ es una funcion de distribucion de

probabilidad, se cumple que
/ T Udr = 1. (60)
Al susutituir (59) en (60) se obtiene
/ [Z oY ngj] dr =" dc /gi*gde =1. (61)
i i g

Dado que A es un operador Hermitiano, el conjunto {g;} es ortonormal, [ gfg;dr = b5, y

(61) toma la forma

ch;cjaij = Z lei)? =1. (62)
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Cuando se sustituye (59) en la definicion del valor promedio de la propiedad A, pos-

tulado 5, se obtiene:
(A) = / v Awdr = / (S et AT 0] dr
= ZZcfcj/gi*flgde.
v g

Ademas, como {g;} es el conjunto ortonormal de funciones propias del operador A:

(A) =) e /gi*gde =D crejaisy =Y leila;. (63)
j J

7 7 i

Y como (A) = 3", P;a;, entonces |¢;(t)|? es la probabilidad de que en la medicién de la
propiedad A se obtenga el valor propio a;. Véase la ec. (10). Los valores de los coeficientes

{¢;} se obtienen mediante el postulado 4 y la ec. (55):

¢ = /gf\Ide.

Notese ademés que si W es una funcién propia de A (por ejemplo g;), entonces, el valor

promedio de la propiedad A, (63), se reduce al valor propio correspondiente,

(4) = g;. (64)

Del analisis anterior se concluye que si un sistema se encuentra en el estado g; que es
funciéon propia de A con valor propio a;, entonces con certeza el resultado de la mediciéon
de la propiedad A sera el nimero a;. Ademés, si como resultado de las mediciones de
la propiedad A para dos estados de un sistema g; y g; se obtienen los ntimeros a; y a;,
respectivamente, entonces los dos estados son ortogonales.

Otro aspecto importante es que el acto de la medicién de una propiedad de un sistema
produce un cambio en el estado de éste. Después de tal medicién, el sistema se cambiara
para encontrarse en un estado final que serd funciéon propia de A y el valor obtenido
para la propiedad serd uno de los valores propios correspondientes a este operador. De
igual manera, todo valor propio es un posible resultado de la mediciéon del A para algtn
estado del sistema pues el conjunto {a;} constituye el espectro (es decir, el conjunto) de

los posibles resultados de la medicién de la propiedad A.
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Apéndices

A. Espacios vectoriales

Los espacios vectoriales juegan un papel relevante en mecanica cudntica y se requiere
definirlos de manera méas amplia que s6lo contemplar a los vectores como flechas en el

espacio.

Definicién 6 (Espacio vectorial) Un conjunto V es un espacio vectorial sobre el
campo de los numeros complejos, y sus elementos se llaman vectores, si la adicion de
vectores y la multiplicacion por un escalar estdn definidos, y Vu,v,w € V, y ki, ky € C,

se cumple con:

I.u+veV.

2. kiue V.

S.u+v=v+u

4. (u+v)+w=u+(v+w).

5. 30€V, tal queu+0=0+u=u.

6. VueV,3(—u) eV, tal que u+ —u) =(—u) +u=0.
7. (k1 + k2)u = kju + kou.

8. ki(u+v)=ku+kyv;

9. (k1k2)u = ky(kou);

10. 1Tu = u.

En particular, la definicién anterior puede restringirse a espacios vectoriales sobre
los nimeros reales. Asimismo, se observa que los pares o ternas ordenadas de R? y 3
son solamente casos particulares de espacios vectoriales. Por ejemplo, las matrices de
m x n y familias especificas de funciones (como los polinomios) también pueden formar
espacios vectoriales. Cabe resaltar que las funciones propias de un operador Hermitiano

son elementos de un espacio vectorial.
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B. Producto escalar y ortogonalidad

Un producto escalar (también llamado punto o interior) asocia un escalar (un nimero),

que se denota como (f,g), a dos elementos de un espacio vectorial, f,g € V.

Definiciéon 7 (Producto escalar) Sean f,g,h € V y k € C. El producto escalar (f,g)

es un escalar que satisface las siguientes propiedades:

~

A9 ={g. /).

- AfHg,h) ={f 1)+ (g, h).

- (kf.g) =k (f,g9) = ([ kg).

4. (f.9) 20, (f,f) =0« f=0.

\S

Co

En el caso de espacios vectoriales sobre los niimeros reales, la propiedad 1 se reduce a
la propiedad conmutativa, (f,g) = (g, f).

La definicion 7 engloba la usual del producto punto (que se denota como a - b en la
notacion méas comun) entre vectores en R". En el caso de espacios de funciones, una posible
definicion de producto escalar es mediante la integral (f, g) = [ ; [7gdr, para un intervalo
I en el dominio, pues satisface las propiedades anteriores.

Una vez definido un producto interno, también es posible definir ortogonalidad: dos
vectores son ortogonales cuando su producto escalar vale cero, (f, g) = 0. Por ejemplo, los
vectores a, b € R3 son ortogonales (y, en este caso, geométricamente son perpendiculares)
siy sblosiad b=0.La siguiente es una definicién entre elementos de de espacios vectoriales

de funciones.

Definicién 8 (Funciones ortogonales) Dos funciones complejas f y g son ortogona-

les si y sdlo si

/f*ngz/g*dezO. (65)

Ejemplo:

15. Verifica que las funciones f(z) = senz y g(x) = cos x son ortogonales en el intervalo
x € [0,m].

Se debe evaluar la integral foﬂ f(x)g(x)dx pues, por tratarse de funciones reales,

f(x) = f(2): ) 2
" U
/0 sen x cos T dx —/0 udu = 5

Cambio de variable:
u=senx, du=coszdr

0
=0.
0
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Por lo tanto, las funciones f(z) y g(z) son ortogonales en el intervalo indicado.
Geométricamente, el area bajo la curva de la funcion sen x cos x, el argumento de la

integral, se anula en el intervalo x € [0, 7].

y
0.5- - senXxcosX
+ /
| x
/TU
-0.5¢

C. Demostraciones de teoremas sobre operadores

Teorema 1 Una combinacion lineal de funciones propias degeneradas con valor propio a

tiene el mismo valor propio a.

Demostracion:
Sea {p;,i = 1,...,m} el subconjunto de funciones propias degeneradas del operador
A con valor propio a:

A%‘ = ay; .

Sea ademas f = Y " kjp; una combinacion lineal de ese conjunto. Al aplicar Aa fse

A <Z W) |
Ademas, como A es un operador lineal:

Af =) kidpi = kiap; .

obtiene:

En la dltima igualdad se utilizé la ecuaciéon de valores propios para el conjunto de las
funciones {; }. El siguiente paso consiste en factorizar a en la altima expresion e identificar

a la funcion f:

flf:aZk,-gp,- =af.

Por lo tanto, la combinacién lineal de funciones propias degeneradas del operador A tam-

bién es funcién propia de éste.
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Teorema 2 Sea ¢(x,t) solucion del problema de valores propios

Aop(x,t) = ap(z,t),

donde A es un operador lineal. Sea, ademds, k # 0. Entonces, la funcion

¢,($7t) = k¢($vt)

también es solucion del problema de valores propios y tiene el valor propio a.

Demostracion:
Dado que

o0 = 8D

al sustituir en la ecuacién de valores propios se obtiene

59252

k k

Ademas, como A es lineal, R
A¢'(z,t) _ ad/(x,t)
k (1] k

Al multiplicar por k la igualdad anterior, se llega a

A (z,t) = ad/(z,1).

Por lo tanto, ¢'(x,t) = k¢(x,t) también es solucion del problema de valores propios y

tiene el valor propio a.

Teorema 3 Los valores propios de un operador Hermitiano son numeros reales.

Demostracion:

Por la definicion 5:

[ 6tdvwar = [ o(do) ar = [ odoar|

Y debido a (33)
/ Srasd dr = [ / Hraidy dr} )

az’/@*(ﬁi dr = |:ai/¢:¢i dT}*
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w/hme:@/ﬁmnh

a; = a; (51)

)

Teorema 4 Las funciones propias de un operador Hermitiano son o pueden escogerse

ortogonales.

Demostracion:
Al sustituir ¢; y ¢; en (50), se obtiene

/ ¢r A dr = / ®; (A¢i>* dr

Al usar (33) en ambos miembros de la igualdad anterior, se llega a

/‘b:aj(bj dr = /¢j (a;0;)* dr,
de donde
%/@@M:@/@@m.

Al sustituir (51) en esta igualdad:

i~ a] [ 676;dr =o0. (52)
Se tienen las siguientes dos situaciones:

caso 1 a; # a; (ausencia de degeneracion).

La ecuacion (52) se reduce a

/@@M=0- (53)
Es decir, las funciones propias de A son ortogonales.

caso 2 a; = a; (degeneracion).
La integral [ ¢f¢; dr no necesariamente debe ser cero para satisfacer (52) pero aun
asi ¢; y ¢; pueden escogerse ortogonales, (53). Es posible utilizar un procedimiento
como la ortogonalizaciéon de Gram—Schmidt, descrito brevemente en el Apéndice
que se encuentra al final de este documento, para obtener un funciones propias

ortogonales a partir de un conjunto no ortogonal.
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Teorema 5 Si dos operadores lineales Hermitianos conmutan, entonces es posible selec-

cionar un conjunto completo de funciones propias comun.

Demostracion:

Sea A un operador lineal Hermitiano con funciones propias {¢i} y valores propios {a;}:
Ap; = a;¢; .
Al aplicar el operador lineal Hermitiano B en ambos lados de esta igualdad, se obtiene

BA¢; = Bla;oil
= q [B@}

Dado que A y B conmutan, entonces l’;’flqbl =A [5’(}5@} y por lo tanto:
A [B@] =q [B’qﬁ,} .

Esto significa que l’;’qﬁl también es funcién propia del operador A. Ademas, debido al

teorema 2, las funciones [;’gbi v ¢; se relacionan mediante una constante k;:
Bop; = kig;

Por lo tanto, ademas de que ¢; es funcién propia de fl, este resultado indica que también
lo es de B.
En el caso de funciones degeneradas, {¢r|k = 1,...,n} con valor propio a;, Bqﬁl se

expresa como la combinaciéon lineal
n
B = Z Ck Pk,
k

Es decir, cuando A y B conmutan es posible escoger un conjunto completo de funciones

comun.

Teorema 6 Si dos operadores lineales Hermitianos comparten un conjunto completo de

funciones propias, entonces conmutan.

Demostracion:
Sean A y B dos operadores lineales Hermitianos que comparten un conjunto completo

de funciones propias, {g;}

Agi = a;g; y Bg; = big; .
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Al aplicar el conmutador [A, B] a la funcion f =) kig;, se obtiene:
(48] 1 = (4B - BA) f = (4B~ BA) Y ki = Yk (4B - 84) g

En el tltimo paso se utiliz6 la propiedad de linealidad del producto de operadores lineales.
El siguiente paso consiste en usar las ecuaciones de valores propios de estos operadores

lineales:

AB|r = Zk (A[Bgi| - B|Ag]) = Zk (Albigi] - Blaigi])
= Zk‘z aibigi — biaigi) = Zkzgz aib; — bia;)

Debido a la cancelacién de los términos dentro del paréntesis en cada término de la suma,

se concluye que
) -

Es decir, [fl, B’} = 0, los operadores A y B conmutan.
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