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Fisicoquimica

Quimica cuantica
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Introduccién

@ Mecanica cuantica. Estudio del comportamiento de la materia y la
energia a escala microscépica (atémos, moléculas, particulas
elementales).
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Introduccién

@ Mecanica cuantica. Estudio del comportamiento de la materia y la
energia a escala microscépica (atémos, moléculas, particulas
elementales).

@ Quimica cuantica. Aplicacién de la mecanica cuantica al estudio de
la estructura atémica, molecular y la espectroscopia.
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Introduccién

En mecanica clasica:
@ El universo fisico es determinista.
@ La luz esta formada por ondas; la materia por particulas.
@ Las cantidades fisicas son continuas.
o La realidad fisica es independiente del observador (ej.: si un arbol cae
en el bosque, hace ruido).
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Introduccién

En mecanica clasica:
@ El universo fisico es determinista.
@ La luz esta formada por ondas; la materia por particulas.
@ Las cantidades fisicas son continuas.
o La realidad fisica es independiente del observador (ej.: si un arbol cae
en el bosque, hace ruido).

En mecanica cuantica.

El universo fisico no es determinista, hay incertidumbre.

La luz y la materia tienen caracter de ondas y particulas.

Hay cantidades fisicas que no son continuas, toman valores discretos
(estan cuantizadas).

El observador afecta el experimento; hay entrecruzamiento.

R. Scherrer, Quantum Mechanics: An
accessible Introduction, Pearson 2006.
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Introduccién

En mecanica clasica:
@ El universo fisico es determinista.
@ La luz esta formada por ondas; la materia por particulas.
@ Las cantidades fisicas son continuas.
o La realidad fisica es independiente del observador (ej.: si un arbol cae
en el bosque, hace ruido).

En mecanica cuantica.
@ El universo fisico no es determinista, hay incertidumbre.
@ La luz y la materia tienen caracter de ondas y particulas.

o Hay cantidades fisicas que no son continuas, toman valores discretos
(estan cuantizadas).

o El observador afecta el experimento; hay entrecruzamiento.

’ - . .
;La mecanica cuantica tiene algo!

S _ R. Scherrer, Quantum Mechanics: An
| de contraintuitivo y extrafio en sus |

accessible Introduction, Pearson 2006.
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Introduccién

Ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo
@ La mecanica cuantica es una teoria microscépica.

@ Asume, ademas de caracter de particula, un comportamiento
ondulatorio (ondas materiales).

@ No es posible asignar un modelo en términos de la experiencia
cotidiana.
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Introduccién

Ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo
@ La mecanica cuantica es una teoria microscépica.

@ Asume, ademas de caracter de particula, un comportamiento
ondulatorio (ondas materiales).

@ No es posible asignar un modelo en términos de la experiencia
cotidiana.

@ La funcién de onda
W (x,t) ~~ (caso: particula en una dimensién)

representa el estado del sistema
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Introduccién

Postulado:

W(x,t) satisface la ecuacion de Schrédinger dependiente de t:

h oW (x,t) h? 8%2W(x,t)
_ 2 T Y Vi, 8)U(x, ), 1
i ot 2m  Ox? + V(@ ¥ (1) 1)
donde
— h = h/2r;
h = 6.626 x 10734 J s: constante de Planck
— m: masa de la particula, 1 =+/—1

> V(z,t): funcién de la energia potencial.
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Introduccién

Postulado:

W(x,t) satisface la ecuacion de Schrédinger dependiente de t:

h oW (x,t) h? 8%2W(x,t)
_m Y T Y Ve, ) (a, t), 1
i ot am ozz TV @)@ (1)
donde
— h = h/2r;
h = 6.626 x 10734 J s: constante de Planck
— m: masa de la particula, 1 =+/—1

> V(z,t): funcién de la energia potencial.

=> N es una constante fundamental, con valor exacto en el nuevo sistema
internacional de unidades y permite definir el kilogramo.

Consulta:
https://www.bipm.org/en/measurement-units/si-defining-constants
https://www.nist.gov/pml/owm//si-units-mass
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Introduccién

Principio de incertidumbre:

No es posible conocer con exactitud la posicion, x, y
el momento, p = mwv, de una particula de manera si-
multanea y en cualquier instante

El producto de las incertidumbres, o4 y op:

h
Ox0p > 5 (2)
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Introduccién

Principio de incertidumbre:
No es posible conocer con exactitud la posicion, x, y
el momento, p = mwv, de una particula de manera si-
multanea y en cualquier instante

El producto de las incertidumbres, o4 y op:

h
Ox0p > 5' (2)

< No es posible conocer la trayectoria de una particula.
= Aunque en la formulacién de Bohm, se
incluye una trayectoria.
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Introduccién

Graficamente:

’-p =£ known exactly; no knowledge of x

Extreme | A
cases
x known precisely;
no knowledge of p
L x
A (l) =AY
A
4p
Both x and p uncertain h
Gerigeal but Aiﬁx >h
case FIGURE 1-9

Ac l) Ax> 1 I_ Ax__l The unceytainty }?rinciple as a consequence of
X wave-particle duality.

Tomado de: Pilar, Elementary Quantum Chemistry
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Introduccién

Interpretacién estadistica de la funcién de onda (Born):

U(x,t) > | @ (x,t)|?de = ¥(z,t)* ¥ (x,t)d
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Introduccién

Interpretacion estadistica de la funcién de onda (Born):

U(x,t) > | @ (x,t)|?de = ¥(z,t)* ¥ (x,t)d

S s P P

¥ (z, 1)

|V (x,t)|? dz

xT

I
8/

—: |®(x,t)|?: densidad de probabilidad
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Introduccién

Estadistica:

Propiedad =

e Valores {z;,i=1,...,n}

o Probabilidades: {P(x;),t =1,...,n} (Probabilidad discreta)

@ Valor promedio:

T = (x) = Z x; P(x;)

=1
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Introduccién

Estadistica:

Propiedad =

e Valores {z;,i=1,...,n}

o Probabilidades: {P(x;),t =1,...,n} (Probabilidad discreta)

@ Valor promedio:

T = (x) = Z x; P(x;)

=1

En el caso continuo:

() = /:L'p(a:)da:
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Introduccién

Ejemplo:

Distribucién normal (Gaussiana)
1

e—(w—u)2/(202)
V2

p(x) = -

tal que

[ e@az=1 y o= [ @-wPe@ds = (2?) - @)?

—00

(varianza)
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Introduccién

Ejemplo:

Distribucién normal (Gaussiana)

1
— —(z—p)?/(202)

r) = ———e
p( ) oV 2w

tal que

[ e@az=1 y o= [ @-wPe@ds = (2?) - @)?

oo )
(varianza)
p(z) p(z)
1.0 1.0
0.8 0.8 +
o =045
0.6 \ 0.6 +
04t | 04+ /
/ / vo = 0.90
02 024
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
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Introduccién

En mecanica cuantica:

p(z,t) = |¥(z, t)lz

Valor promedio de la posicién de una particula:

b
(x) :/ x| ¥ (x,t)|? dx .

x € (—o0,00).

La mecanica cuantica es de
naturaleza estadistica
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Ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo

Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

Caso particular: La funcién de energia potencial es independiente de t:
V =V(x).

Sustituir en (1):

hov(z,t) h? 92¥(x,t)

i Ot 2m  Ox? +V(@)¥(,) ()
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Ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo

Ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

Caso particular: La funcién de energia potencial es independiente de t:
V =V(x).

Sustituir en (1):

ho¥(x,t) h? 92¥(x,t)
- =~ 4+ V()P (x,t 4
i Ot 2m  Oxz? + V(@) )
Ejercicio: Sustituye ¥(xz,t) = f(t)y(z) en (4) y obtén la ecuacion
de Schroédinger independiente del tiempo:
h? d?y(x
- IV V@) = Be@) 6
m dx
donde .
U (z,t) = e P () (6)
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Ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo

Postulado:

FE es la energia de la particula

En un problema particular, hay que definir:
o V(x)

@ condiciones a la frontera
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Ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo

Postulado:

FE es la energia de la particula

En un problema particular, hay que definir:
o V(x)

@ condiciones a la frontera

Ademas:
< (5) es un postulado de la teoria.

<> Incégnitas: Y (x) y E
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Ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo

A partir de (6):

Bz, 0)] = B(a,t) U(x,t)
_ e+Eit/h1/;(m)*] [e—Eit/hqp(m)] = Y(x)*Y(x)

Es decir

@ (z, t)* = |¢p(x) | (7)

Soluciones de la forma (6): estados estacionarios
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Ehioos
Espacio vectorial

Un conjunto V es un espacio vectorial sobre el campo de los niimeros
complejos, y sus elementos se llaman vectores, si la adicion de vectores
y la multiplicacién por un escalar estan definidos, y Vu,v,w € V, y
k1, ko € C, se cumple con:

Qu+tvev.

Q@ kijucV.

Qutv=v+u

Q (u+v)+w=u+(v+w).

Q@ 30V, talqueu+0=04+u = u.

Q@ Vue V,3(—u) €V, talqueu+ —u) = (—u) +u=0.
@ (k1 + k2)u = kju + kau.

Q ki(u+v) = kiu+ kyv;

Q (ki1k2)u = k1 (kau);

@ 1lu=nu

|
L
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Algebra de operadores Definiciones

Operadores

En mecanica

. [ Cantidad fisica <> operador. ]
cuantica:
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Algebra de operadores Definiciones

Operadores

En mecanica

. [ Cantidad fisica <> operador. ]
cuantica:

Un operador es una regla de asociacién entre elementos de dos
espacios vectoriales.

Ejemplos:

0 y=f(z) =2/(1+=)
f asocia a g € R el elemento 2/(1 + x0)? € R.
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Algebra de operadores Definiciones

Operadores

En mecanica

. [ Cantidad fisica <> operador. ]
cuantica:

Un operador es una regla de asociacién entre elementos de dos

espacios vectoriales.

Ejemplos:

0 y=f(z) =2/(1+=)
f asocia a g € R el elemento 2/(1 + x0)? € R.
@ y = det(A), donde A € M™X™,

det asocia escalares a matrices cuadradas.
—2

1
A=10 , det(A) = -3
1

=W

5
0
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Algebra de operadores Definiciones

© Operador derivada: Df = df /dx.
D asocia funciones con funciones.

Por ejemplo:

- d(sen2x — cos x)
D(sen2x — cosx) = = = 2cos2x + senx
x
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Algebra de operadores Definiciones

© Operador derivada: Df = df /d.
D asocia funciones con funciones.

Por ejemplo:

- d(sen2x — cos x)
D(sen2x — cosx) = = = 2cos2x +senx
x

© Operador integral definida: y = Z[f(x)] = f; f(x)dz.

T actiia sobre funciones y produce escalares.

Por ejemplo, sean a = 0, b = oo:

I(e™™) = / e fdr=1
0
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Algebra de operadores Definiciones

e Suma y diferencia de operadores

(A+B‘)f = Af+Bf (8)
(A—B)f — Af - Bf (9)

Ejercicio:

@ Obtén O(Inz), donde O = 22D + x.
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Algebra de operadores Definiciones

e Suma y diferencia de operadores

(A+B‘)f = Af+Bf (8)
(A—B)f — Af - Bf (9)

Ejercicio:

@ Obtén O(Inz), donde O = 22D + x.

e Producto (composicién) de operadores

(AB) = A(Bf) (10)
La sccién e L78) a5y ¢k deredhe @ etk AB) f
a acclon ae AB sopre f €S de derecha a |qu|er a (
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Algebra de operadores Definiciones

e Suma y diferencia de operadores

(A+B‘)f = Af+Bf (8)
(A—B)f — Af - Bf (9)

Ejercicio:

@ Obtén O(Inz), donde O = 22D + x.

e Producto (composicién) de operadores

(AB) = A(Bf) (10)
La sccién e L78) a5y ¢k deredhe @ etk AB) f
a acclon ae AB sopre f €S de derecha a |qu|er a (

PPN

Notacién: A2 = AA
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Algebra de operadores Definiciones

Ejemplo:

@ La segunda derivada es el producto de dos operadores:

P2 — d (d)_ d?
" dx \dx)  dz2
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Algebra de operadores Definiciones

Ejemplo:

@ La segunda derivada es el producto de dos operadores:
., d /d d?
D4 = — | — = —
dx \dz dx?

Ejercicio:

© Obtén el resultado de O1 05, donde @1 = =D y Oy = 2.
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NECTENC ERINEICll  Definiciones

Operador lineal: A es lineal siy sélo si, Vk1, ke € C, se cumple

A (kifi + kaf2) = k1 Af1 + ka2 Afs (12)

Los operadores de la mecénica
cuantica son lineales.

|
L
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NECTENC ERINEICll  Definiciones

Operador lineal: A es lineal siy sélo si, Vk1, ke € C, se cumple

A (k1 f1 + kaf2) = k1 Af1 + k2 Afs
Los operadores de la mecénica
cuantica son lineales.

Ejemplo: El operador derivada es un operador lineal

d d d
do [k1f1(x) + k2 f2(x)] = kld—];l + kzd—];z

|
L

os de anica cuantica Febrero de 2025
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Algebra de operadores Definiciones

Operador lineal: A es lineal siy sélo si, Vk1, ke € C, se cumple

A (k1 f1 + kaf2) = k1 Af1 + k2 Afs (12)
Los operadores de la mecénica
cuantica son lineales.

Ejemplo: El operador derivada es un operador lineal

d d d
do [k1f1(x) + k2 f2(x)] = kld—];l + kzd—];z

Ejercicios:
Determina cual de los siguientes operadores es lineal:
Q@ T'(x)=x+3.
2 T(w’y) = (_y’w)
Q@ L? = —d?/dx? + x2.
@ El operador transformada de Laplace, Lf = [;° f(t) e~ dt.
Fundamentos de mecénica cuéntica Febrero de 2025 22/62



Algebra de operadores Definiciones

~A A

En general, AB # BA.
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NECTENC ERINEICll  Definiciones

En general, AB # BA.

Definicién: (Conmutador) El conmutador de A y B es

[A, B} — AB - BA (13)

|
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Algebra de operadores Definiciones

En general, AB # BA.

Definicién: (Conmutador) El conmutador de A y B es
A, B| = AB - BA

[.,[l, B} =0 < Ay B conmutan.

|
L
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Algebra de operadores Definiciones

En general, AB # BA.

Definicién: (Conmutador) El conmutador de A y B es
4.8] = 4B - BA (13)

[.,[l, B} =0 < Ay B conmutan.

Ejercicios:

&

o Sean A = xd/dx y B = d/dx — 2. Realiza las operaciones:

— A)x?

—~~
>
[¢]

8

0000
=
e

8
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Definicién: (Conmutador) El conmutador de A y B es
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e
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Algunas propiedades de los conmutadores:

A 8]
[/t, B+ c
[kft, B:

[A, Bcf

- [8.4]

AB| + |Ac]
{AkB]_k[AB}
[A,B]¢+B[AC]

Febrero de 2025

(14)

(15)
(16)

(17)
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Algebra de operadores Definiciones

Algunas propiedades de los conmutadores:

AB] = - [B.A4 (14)
[AB+¢] = [A48] + [A¢ (15)
[kA,B: — [A,ké] :k[A,B} (16)
[4.8¢] = [A4,8|¢+8|AC] (17)

Ejercicios:

e Demuestra las propiedades (14) y (15).
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Algebra de operadores Definiciones

Algunas propiedades de los conmutadores:

AB] = - [B.A4 (14)
[AB+¢] = [A48] + [A¢ (15)
[kA,B: — [A,ké] :k[A,B} (16)
[4.8¢] = [A4,8|¢+8|AC] (17)

Ejercicios:

e Demuestra las propiedades (14) y (15).
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Algebra de operadores Definiciones

La ecuacién de Schrédinger unidimensional independiente del tiempo
h? d?
————5 tV(z)| ¢¥(z) = E¥(x)

2m dx?

es una ecuacién de operadores.
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Algebra de operadores Definiciones

La ecuacién de Schrédinger unidimensional independiente del tiempo
h? d?
————5 tV(z)| ¢¥(z) = E¥(x)

2m dx?

es una ecuacién de operadores.

Operador hamiltoniano:

R K2 d?
Por lo tanto: A
Hip(x) = Ed(x) (19)

H es un operador lineal
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Algebra de operadores Definiciones

La ecuacién de Schrédinger unidimensional independiente del tiempo
h? d?
————5 tV(z)| ¢¥(z) = E¥(x)

2m dx?

es una ecuacién de operadores.

Operador hamiltoniano:

R K2 d?
Por lo tanto: A
Hip(x) = Ed(x) (19)

H es un operador lineal
Ejemplo:

@ El operador hamiltoniano del oscilador arménico unidimensional es
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=) i el et
El problema de valores propios

La ecuacion (19) es de la forma

A () = ag() (20)
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=) i el et
El problema de valores propios

La ecuacion (19) es de la forma
Ap(z) = ap() (20)

Definicion: (Problema de valores propios)

Dado el operador A, encontrar ¢ () y la constante a que satisfagan
la ecuacién de valores propios, (20). La funcién ¢(z) se llama la
funcién propia (eigenfuncién) de A y la constante a el valor propio
(eigenvalor) de ¢(x).
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=) i el et
El problema de valores propios

La ecuacion (19) es de la forma
Ap(z) = ap() (20)

Definicion: (Problema de valores propios)

Dado el operador A, encontrar ¢ () y la constante a que satisfagan
la ecuacion de valores propios, (20). La funcién ¢(x) se llama la
funcién propia (eigenfuncién) de A y la constante a el valor propio
(eigenvalor) de ¢(x).

Ejercicio:
o Verifica que f(x) = sen™F" es funcién propia de
. h? d?
H = + Vb,

- 872m dx?
donde k es una constante, y encuentra el correspondiente valor propio.
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Degeneracion
Cuando el conjunto de funciones propias
{piri=1,...,m}

del operador A tiene el mismo valor propio a, se dice que el conjunto es
degenerado.
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Degeneracion
Cuando el conjunto de funciones propias
{piri=1,...,m}

del operador A tiene el mismo valor propio a, se dice que el conjunto es
degenerado.

Teorema:

Una combinacién lineal de funciones propias degeneradas del operador
A con valor propio a también es funcién propia de A y tiene el mismo
valor propio, a.
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Operadores de la mecanica cuantica

En mecanica cuantica:

propiedad fisica A & A

UECITEN o VO ET L v EETT EI TSRO T IEMIN] - Fundamentos de mecanica cuantica Febrero de 2025 28 /62



Algebra de operadores El problema de valores propios

Operadores de la mecanica cuantica

En mecanica cuantica:

propiedad fisica A & A
Ejemplo: energia & H

() es funcién propia de H con valor propio E:

Hep(x) = Evp(x)
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Operadores de la mecanica cuantica

En mecanica cuantica:

propiedad fisica A & A
Ejemplo: energia & H

() es funcién propia de H con valor propio E:

Hep(x) = Evp(x)

Ademas:

@ Posible espectro discreto (numerable) segin sean las condiciones a la
frontera.

@ Algunas mediciones experimentales producen valores discretos para
ciertas propiedades.
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Algebra de operadores El problema de valores propios

H es de la forma:

~ ~

H=T,+V
donde:

~

» . energia cinética
V . energia potencial
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Algebra de operadores El problema de valores propios

H es de la forma:

H=T,+V
donde: )
» . energia cinética
V . energia potencial

El operador de energia cinética

se relaciona con el de momento lineal.
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Algebra de operadores El problema de valores propios

H es de la forma:

H=T,+V
donde: )
» . energia cinética
V . energia potencial

El operador de energia cinética

se relaciona con el de momento lineal.

Dado que mecanica clasica p? = 2m E., en mecanica cuantica:
S i

D, = DPzPx — 2mTy:

d2

dx?

p2 = —1?
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Ejercicios:
@ verifica que al definir al operador de momento lineal como

. 'hd
x = —Wh——
2 dx

se obtiene la ec. (23).
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Ejercicios:
@ verifica que al definir al operador de momento lineal como

. ., d
Pe = —zhﬂ (24)

se obtiene la ec. (23).
@ Determina si las funciones f1(x) = e*® y fo(x) = e~ %, donde k

es una constante, son funciones propias del operador p,. En caso
afirmativo, determina los valores propios correspondientes.
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Ejercicios:

@ Determina si las funciones fi(x) = e*® y fo(x) = e~ donde k
es una constante, son funciones propias del operador
ﬁi = —h%d?/dx?. En caso afirmativo, determina los valores propios

correspondientes.
@ Si las funciones son degeneradas, determina si la combinacién lineal

g(x) = c1f1 + caf2

es funcién propia de ﬁi y que, por lo tanto, tiene el mismo valor
propio que f1(x) y fa(x).
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Valor esperado (promedio)

Dado que |¥(x, t)|? es una funcién de distribucién de probabilidad:

b
/ |®(x,t)|?dec =1 = funcién de onda normalizada (25)
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Valor esperado (promedio)

Dado que |¥(x, t)|? es una funcién de distribucién de probabilidad:

b
/ |®(x,t)|?dec =1 = funcién de onda normalizada
a

En el caso de la posicién: o &

< & es un operador multiplicativo.
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Valor esperado (promedio)

Dado que |¥(x, t)|? es una funcién de distribucién de probabilidad:

b
/ |®(x,t)|?dec =1 = funcién de onda normalizada
a

En el caso de la posicién: o &

< & es un operador multiplicativo.
b b
(x) :/ x| ¥ (x,t)|? dx :/ U (x,t)*"V(x,t) dx

b
:/ U(x,t)* [V (x,t)] dx
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Valor esperado (promedio)

Dado que |¥(x, t)|? es una funcién de distribucién de probabilidad:

b
/ |®(x,t)|?dec =1 = funcién de onda normalizada
a

En el caso de la posicién: o &

< & es un operador multiplicativo.
b b
(x) :/ x| ¥ (x,t)|? dx :/ U (x,t)*"V(x,t) dx

b
:/ U(x,t)* [V (x,t)] dx
Por lo tanto:
b b
(ac):/ \Il*(w,t)[aE\Il(ac,t)]dwE/ O* (2, )30 (2, t) da

donde &¥(x,t) = x¥(x,t).
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Ejemplo de operador no multiplicativo:  f(x)pz # Do f ()
—— ——

operador  funcién
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Ejemplo de operador no multiplicativo:  f(x)pz # Do f ()
—— ——

operador  funcién

Postulado:

(A) = / ’ U*(z,t) AP (z, t) dx (27)

UECITEN o VO ET L v EETT EI TSRO T IEMIN] - Fundamentos de mecanica cuantica Febrero de 2025 33/62



Algebra de operadores El problema de valores propios

Ejemplo de operador no multiplicativo:  f(x)pz # Do f ()
—— ——

operador  funcién

Postulado: b
(A) = / U*(z,t) AP (z, t) dx

Por ejemplo:

U*(x,t)p, P (x,t) dx

ov t
(z, )] da
ox

(Pz)

[
/

T*(z,t) [—m
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Ejemplo de operador no multiplicativo:  f(x)pz # Do f ()
—— ——

operador  funcién

Postulado:

b
(A):/ U*(z,t) AP (z, t) dx
Por ejemplo:

b
(Do) = / T* (2, ) po¥ (2, t) da

_/ * (2, 1) [—ma‘l’;m t)]

Cuando la funcién de onda ¢(x, t) cuadratico integrable no esta
normalizada: . .
Ay = S @D A (@) da

Ja |9 (@, 1) [2dz
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Teorema:

Sea ¢(x,t) solucién del problema de valores propios
Agp(z,t) = ap(a,t),
donde A es un operador lineal.
Sea k # 0. Entonces:
Y(x,t) = k ¢(x,t)

también es solucién del problema de valores propios y tiene el
valor propio a.

Jestss Hernandez TrujiloFac, Quimica, U T NN e




Algebra de operadores El problema de valores propios

Toda ¢(x,t) cuadratico integrable puede ser normalizada.

Ejercicio:

Sea
¥(z,t) = No(x,t) (29)

donde f: |¢(x,t)|?dx = a. Demuestra que

N = \/g (30)

para que ¥ (x,t) esté normalizada.

o Estos resultados se extienden a
funciones de mas variables
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Ejercicios:

Q (a) Normaliza ¥ (z,t) = e~ Fit/he=B2*/2 donde x € (—o0,0) y
B > 0, (b) Encuentra (x).

Utiliza:
oo 2 T
/ e "dr=,/—, a>0
oo a
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Ejercicios:

Q (a) Normaliza ¥ (z,t) = e~ Fit/he=B2*/2 donde x € (—o0,0) y
B > 0, (b) Encuentra (x).

Utiliza:
oo 2 T
/ e "dr=,/—, a>0
oo a

@ Sea ¥(r,0,¢) = Ne™ ", donde
r € [0,00), O € [0,7], ¢ € [0,27] son las coordenadas esféricas.
Encuentra la constante de normalizacién.

— Recuerda que el diferencial de volumen es dV = r2senfdrdfddp.
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Ortogonalidad

e Funciones ortogonales.

Dos funciones complejas f y g son ortogonales si y sélo si

/f*gd'r:/g*fd'r:().
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Algebra de operadores El problema de valores propios

Ortogonalidad

e Funciones ortogonales.

Dos funciones complejas f y g son ortogonales si y sélo si
/f*ng:/g*de:O. (31)

o Ademas, si f y g estan normalizadas, se dice que las funciones son
ortonormales.

Ejemplo:

Determina si las funciones f(xz) = 2 — 1 y g(x) = x son ortogonales

en el intervalo € [—\/5, \/5]
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Algebra de operadores El problema de valores propios

v d—ﬁ 2-1 d—ﬁi” de =
/ﬁf(w)g(w) w—/_ﬂ(w -1z w—/_ﬁ(w —x)dx =0

Graficamente:

L5

0.5

y El Grea bajo la curva de la
" funcion f(x) g(x) se anula

N ey paraw ¢ [—v/2, V3]

-5 -1 05 0 05 1 15
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Algebra de operadores El problema de valores propios

En general, la ortogonalidad involucra una funcién de peso, w.

Funciones ortonormales:

/fz*fj wdr = 57;]'

P 1 : 1=3
L0 s iy

donde

es la delta de Kronecker.
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Algebra de operadores El problema de valores propios

En general, la ortogonalidad involucra una funcién de peso, w.

Funciones ortonormales:

/fz*fj wdr = 6ij

donde

1=y

es la delta de Kronecker.
Tarea:

Verifica que los siguientes pares de funciones son ortonormales (Utiliza
tablas de integrales).
@ Los polinomios de Hermite H; (x) = 2z, Hs(x) = 83 — 12x,
w(z) = e x € (—o0,00).
@ Los polinomios de Laguerre Ly (x) = —x + 1,
La(x) = (22 — 42 4+ 2)/2, w(z) = e™%, = € [0, 0).
Fundamentos de mecénica cuéntica Febrero de 2025 39/62



Algebra de operadores Operadores Hermitianos

Operadores Hermitianos

Sea A un operador lineal que representa a la propiedad fisica A:

(A) = /\II*A\IldT = /\1: [A\If] dr

(A) debe ser un namero real:

(A) = (4)"
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Algebra de operadores Operadores Hermitianos

Operadores Hermitianos

Sea A un operador lineal que representa a la propiedad fisica A:
(A) = /\II*A\IldT = /\1: [A\If] dr

(A) debe ser un namero real:

(A) = (4)"

Por lo tanto:

o Avdr = ([ 9 Adr|" = [ (Av) dr

A es un operador Hermitiano

UECITEN o VO ET L v EETT EI TSRO T IEMIN] - Fundamentos de mecanica cuantica Febrero de 2025 40/ 62



Algebra de operadores Operadores Hermitianos
Ejemplo:

Sea ¥ (x), x € (—o0,00):
@ Con primeras derivadas continuas
o Cuadratico integrable

o Satisface las condiciones a la frontera:

Y(—o0) = ¢p(o0) =0 (33)
El promedio de p,:

(Pz) = /_ o:o p*(x) [—ih%(;)} dx

Ejercicio:

Prueba que p, es Hermitiano.

Ver Levine, Quantum Chemistry o las notas sobre
Mecanica cuéantica proporcionadas.
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Algebra de operadores Operadores Hermitianos

Definicién general de operador Hermitiano:

Definicion: (Operador Hermitiano)
Sea A un operador lineal. A es Hermitiano si satisface:

/ f* Agdr :/g (flf)* dr

|
L

os de anica cuantica Febrero de 2025
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Algebra de operadores Operadores Hermitianos

Definicién general de operador Hermitiano:

Definicion: (Operador Hermitiano)
Sea A un operador lineal. A es Hermitiano si satisface:

/ f* Agdr = /g (Af)" ar (33)

@ Un operador Hermitiano también es llamado operador autoadjunto

@ En mecanica cuantica, una propiedad fisica A es representada
por un operador lineal Hermitiano, A

|
L
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Algebra de operadores Operadores Hermitianos

Sean {¢;} y {a;} funciones y valores propios del operador .A:

A¢p; = a;p; (34)

Teorema:

Los valores propios de un operador Hermitiano son nimeros reales:

a; = a; (35)
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Algebra de operadores Operadores Hermitianos

Teorema:

Las funciones propias de un operador Hermitiano son o pueden escogerse
ortogonales.

Caso 1 a; # a; Ausencia de degeneracion.
/ bt dr =0 (36)
<3 las funciones propias de A son ortogonales

Caso 2 a; = a; (degeneracion)

o [ ¢i¢p;dr no es cero necesariamente
e Aunque ¢; y ¢; pueden escogerse ortogonales
(ortogonalizacién de Gram-Schmidt)

UECITEN o VO ET L v EETT EI TSRO T IEMIN] - Fundamentos de mecanica cuantica Febrero de 2025 44 / 62



Algebra de operadores Operadores Hermitianos

Completitud.

Teorema:

Las funciones propias de un operador Hermitiano forman un conjunto
completo.

f=> kigi (37)

i=0

Cuando el conjunto {¢;} es ortonormal:
ki = [ ¢ (@ f(@)de (3)

— k; en (38) es la proyeccion de f sobre ¢;

< Obtén este resultado

|
L
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Teorema:
Si dos operadores lineales Hermitianos conmutan, entonces es posible
seleccionar un conjunto completo de funciones propias coman.
Teorema:

Si dos operadores lineales Hermitianos comparten un conjunto completo
de funciones propias entonces conmutan.
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Postulados de la mecanica cuantica Postulados de la mecanica cuantica

Postulados de la mecanica cuantica

Postulado 1. Funcién de onda. Existe una funcién W de las coordenadas y
del tiempo que contiene toda la informacién que puede ser
determinada sobre un sistema.

Esta funcién es univaluada, continua, cuadratico—integrable y
con primeras derivadas continuas por secciones.

UECITEN o VO ET L v EETT EI TSRO T IEMIN] - Fundamentos de mecanica cuantica Febrero de 2025 47 / 62



Postulados de la mecanica cuantica

¢ Cuél de las siguientes funciones es aceptable?

Y(x)=e ", x € (—00,00)

—l4 —‘2 0 2 4 é é 1‘0 z
Y w(ﬁ 0, ¢) =e ',re (07 OO)
*f 0 € [0, 7], ¢ € [0, 27]
06
04}
02} perfil en r
2 . s s 0 "
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¢ Cuél de las siguientes funciones es aceptable?

=e “cosz,x € (—00,00)

Utiliza:

e—Zm
/e_zw cos® xdx = = (sen2x — cos 2z — 2)
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¢ Cuél de las siguientes funciones es aceptable?

=e “cosz,x € (—00,00)

Utiliza:

i Es aceptable cuando = € [0, 00)7

e—Zm
/e_zw cos® xdx = = (sen2x — cos 2z — 2)

Febrero de 2025 49 /62

Jestss Hernandez TrujiloFac, Quimica, U T NI



Postulados de la mecanica cuantica Postulados de la mecanica cuantica

¢ Cuél de las siguientes funciones es aceptable?

o8 0:2<0
0.6 H<$) = 1 . .’L'>O
. sen2nx : x € [0,1]

0 tx<0Azxz>1
1.0
05
-1.0 -05 0} 0 15 20
-0.5
Utiliza:
T sen2nmwx 1o

/senznﬂx dx = 5

anm

Jesis Hernandez TrujilloFac. Quimica, UIGE] os de anica cuantica Febrero de 2025 50 /62




Postulados de la mecanica cuantica Postulados de la mecanica cuantica

Postulado 2. Operadores. A cada propiedad fisica medible le corresponde
un operador lineal Hermitiano.

Para encontrar el operador

@ Se escribe la expresion del observable en términos de
coordenadas cartesianas y de las componentes del
momento lineal.

@ Se sustituye la coordenada x por el operador & y la
componente p, del momento lineal por el operador
Po = —thd/0 x.
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Postulados de la mecanica cuantica Postulados de la mecanica cuantica

Ejemplos:

_ propiedad simbolo | operador simbolo |
posicion x multiplicar por x T
T multiplicar por 7 7
m. lineal P —ihd/0 x P
7 —ihV P
e. cinética T, —(h%/2m)8% /0 x? T,
T —(h%/2m)V? T
e. potencial V (x) mult. por V (x) Y(:ﬁ)
V(xay’ z) mult. por V(CII, y7z) V(j% Y, 2)
e. total E —(h2/2m)V2? + V(&,9,2) H

Ver:

D. A. McQuarrie & J. D. Simon,

Physical Chemistry. A Molecular Approach.
University Science Books, 1997.
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Postulados de la mecanica cuantica Postulados de la mecanica cuantica

Postulado 3. Valores medibles. Los tnicos valores posibles que pueden
resultar de la medicién de una propiedad fisica A, son los
valores propios a; de la ecuacién de valores propios
A(ﬁi = a;¢;, donde A es el operador lineal Hermitiano
correspondiente a la propiedad A.
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Postulados de la mecanica cuantica Postulados de la mecanica cuantica

Postulado 3. Valores medibles. Los tnicos valores posibles que pueden
resultar de la medicién de una propiedad fisica A, son los
valores propios a; de la ecuacién de valores propios
A(bi = a;¢;, donde A es el operador lineal Hermitiano
correspondiente a la propiedad A.

Postulado 4. Completitud. Las funciones propias de todo operador A que
represente un observable fisico forman un conjunto completo.

Este postulado permite expresar una funcién de onda para
cualquier estado como superposicién de funciones propias
ortonormales {g;} de cualquier operador mecanico cuantico:

‘P:Zcigi.
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Postulados de la mecanica cuantica Postulados de la mecanica cuantica

Postulado 5. Valores promedio. El valor promedio de la propiedad A de un
sistema en un estado descrito por la funcién de onda
normalizada W es

(A) = / U AW dr
Y

Interpretacién estadistica de W:

|®|? dr es la probabilidad de encontrar
al sistema entre 7y 7 + dT.
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Postulados de la mecanica cuantica Postulados de la mecanica cuantica

Ejemplos:
() =
(ry =
(Pz) =
(p) =

(E) =

Jesis Hernandez TrujilloFac. Quimica, U

/\Il* 2Wdr = /\Il* zWdzx
/\Il* FOdT = /\If* rodr
. dv
—zh/\Il* —dzx
dx
—ih / Ut VWdr

/\1:* [—%Vz + V(r)} Wdr
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Postulados de la mecanica cuantica Postulados de la mecanica cuantica

Postulado 6. Ecuacién de Schrodinger. La funcién de onda de un sistema

evoluciona en el tiempo de acuerdo con la ecuacién de
Schrédinger:

HT 'haq’
= 1h——
ot’

donde # es el operador Hamiltoniano del sistema.
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Postulados de la mecanica cuantica Relaciones de incertidumbre

Medicién simultanea de propiedades

Las cantidades fisicas Ay y A que corresponden a operadores que

conmutan pueden ser medidas simultaneamente a cualquier precisiéon. En
general:

1 X ~
OA, 0A, 2 5 ‘/ v |:A1aA2] vdr

donde
oca, = /(A}) — (A1)?

o4, = \/(A3) - (A2)"

Posteriormente se revisaran los
postulados correspondientes al espin
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Postulados de la mecanica cuantica Relaciones de incertidumbre

Ejemplo:

Obtén la relacién de incertidumbre para ' y py.
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Postulados de la mecanica cuantica Relaciones de incertidumbre

Ejemplo:

Obtén la relacion de incertidumbre para  y pg.

Sea ¥ una funcién de onda normalizada.

Dado que [&, p,| = hi:

1 1
0z0p, > /ql (@, ps] @ dx| = /\Il*(hz')\Ildm

1 1
— S /\Il*\Ifdac i
2 2
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Postulados de la mecanica cuantica Relaciones de incertidumbre

Ademas:

|hi|2 = (hi) (hi)* = (ki) (—hi) = —h2i2 = —h2(—1) = h?
Por lo tanto:

|hi| = h

Sustituir en la relacién de incertidumbre:

h
Cutp, > (39)

< Principio de incertidumbre
de Heissenberg
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Postulados de la mecanica cuantica Superposicién de estados

Superposicion de estados

Sea A un operador asociado a la propiedad A con valores propios {a;}y
funciones propias {g; }:

Agi = a;gi(71,72, . ., 7N)

donde {#;} son las coordenadas de las IN particulas.

Dado que el conjunto {g;} es completo:
v = Z Ci(t)gi(Fla 'F27 RN 'Fn)
i
Si ¥ es una funcién de distribucién de probabilidad:

/\Il*\IldT =1
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Postulados de la mecanica cuantica Superposicién de estados

Dado que A es Hermitiano, el conjunto {g;} es ortonormal:
/g;‘gde = 57;]'

Por lo tanto:
D el =1
A4y = > lcil’a;
Como (A) = >, P; a;, entonces

|ci(t)|? es la probabilidad de que en la medicién
de la propiedad A se obtenga el valor propio a;
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Postulados de la mecanica cuantica Superposicién de estados

Los coeficientes se obtienen mediante:

Z_/ *Wdr

Amplitud de probabilidad

Algunas consecuencias:

@ Si un sistema se encuentra en un estado g; que es funcién propia de
A, al medir A con certeza se obtiene el valor a;

@ Si un sistema se encuentra en un estado que no es funcién propia de

A, al medir A el sistema evoluciona a un estado g; y se obtiene a;
con una probabilidad dada por |c;|?
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