Quimica cuantica I: Ortogonalizacion de Schmidt
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JHT/OrtogonaIiza(éién

= A partir de un conjunto linealmente independiente no ortogonal:

{on} ={on=0,1,2,...}

es posible construir otro { g, } que si sea ortogonal.

Sea un espacio vectorial de funciones reales con la definicion de producto
interno:

b
(90, 91) :/ w(x)go(x)g1(x)dx .

— w(x) funcién de peso
< a y b constantes
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Caso: w(x) =1

Sean go = ¢oy g1 = ¢1 + cdo

Hay que encontrar c tal que ff gogi1dx =0

Sustituir go y 91:

b b b
/ ®o (le + CﬁbO) dr =0; / dopr1dx + C/ dopodxr = 0
Por lo tanto:

_ _f; poprdx _f; goprdz
f; PoPodx ff gogodx

— ¢ es la componente de ¢1 sobre gy = ¢g
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El resultado es:

go = oo (1)
f;%%dﬂ?
ffgogoda?

g = @1— 9o

Ahora, restar a ¢o sus componentes sobre gg Y g1:

f; Jop2dx ) f; g192dx
— g1
f; gogodx ff g191dx

g2 = 2 — 4o

Notese que g2 es ortogonal a gg Yy g1 pues:

b b b b b b
a gopadx a gi1P2dx

/ gog2dx = / gopodx — / gogodx fb - / gog1dx fb
a a a I, g0g0dx  Ja |, g1g1dx

b b
— / goPadx — / gopadr —0 =0
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Asimismo:

b b b b
, JoP2dx
/9192d$ = /91¢2d33—/ g1godx fb

. gogodx

b b
o 9192dx

—/ grg1de fb
a J, 9191dx

b b
= / 91¢2d$—0—/ g1¢2dx = 0

En general, se obtiene:

f cbngzdsv |
gn—ﬁbn 220,1,...
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Cuando las funciones g1, g2, . . . estan normalizadas, se utiliza

n—1 b
gn:¢n_zgi/ Ongidz, 1=0,1,... (4)
i=0 a
para obtener un conjunto ortonormal, con go = ¢ y las funciones
@1, - - ., O normalizadas.
Ejemplo:
A partir de:

{on(x) =2"n=0,1,... ;2 € [-1,1]}

con w(x) = 1, obtén las cuatro primeras funciones del conjunto
ortonormail:

{gn(x)In=0,1,... ;2 € [-1,1]}. 5110



En este caso:

n=1
o1(x) =a' ==z
- 0 1d 0
g1(x) = ¢1(x) _QO(ZE)f 1i020dz =z — )ﬂ =
—1
n =2
ho(x) = x°
JoaVx?da [ ztz?de
g2(x) ) ¢2($)_go f 1:130x0dx_ : f 1:131x1d33
2 2/3 0 5 1
L= (1)2—/1 - (33)2—/3 T 3
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[ %23 dx I atadde

¢3(x) — go(x —g1(x
(@) f_ll 2029dx : f_ll rlzldr
: [, 2*xidx
—92
f_ll[a:2 5]2dx
0 2/5 1 0
3 2
(1) —— ()22 2 2
v We ~@a s = @ ) e 29
3 3
T — =
5
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A partir de las funciones ortogonales, se obtiene el conjunto de
polinomios de Legendre:

{P,(x) = N, gn(x)ln=0,1,...}

que satisface la siguiente relaciéon de ortonormalidad:

/ PP de = — 25,

1 2n + 1
Ejemplos:
Py(z) =1 Pi(z)==x
Py (z) = %(3:(;2 1) Py(z) = %(5:(;3 _ 3)
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Es posible utilizar otras funciones de peso y otros intervalos de
integracion con el conjunto {¢,,(z) = z"|n =0,1,...}.

Ejemplos:

Intervalo  w(x)  Polinomios Ecuacion diferencial
[—1,1] 1 Legendre % {(1 — a:Q)g—gJ + Ay =0
0, 00) e " Laguerre x% + (1 — x)j—g + Ay =20
0,00) e /2 Hermite %’5 — x% + Ay =10

» w(x) es el factor integrante de la ecuacién diferencial.

Por las condiciones a la frontera (y debe ser finita en intervalo dado):

= Ec.deLegendre: A\ = /(¢ + 1), { es un entero y y un polinomio

= Ecs. de Laguerre y Hermite: A es un entero positivo
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