Quimica cuantica I: Sistemas de dos
particulas; oscilador armonico

Jesus Hernandez Truijillo
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+ Sistema clasico de
dos particulas

+ Oscilador armonico
clasico

+ Oscilador armonico

cuantico

< Oscilador no
armonico

Sistema clasico de dos particulas

/ interaccion

R
ma mp
I o & > I
@ I A B
Segunda ley de Newton:
dzwA
Fa(za,zp) = ma dt2? Sistema de ecs. (1)
d’xp diferenciales aco-
Fp(xa,zp) = mp 252 pladas. (2)
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Ademas, por la tercera ley de Newton, Fy = —Fg, por lo

< Sistema clasico de q ue:
dos particulas

+ Oscilador armonico

f:Eg'isccci)lador armonico FA(wA7 wB) —I_ FB (mA? :BB) — O (3)
cuantico
& Oscladorno Mediante el cambio de variables
MATA + MBTR
r=xp —xa— Ry (5)
donde
M =my +mp (6)

se desacopla el sistema de ecuaciones diferenciales.

Nota: R, es relevante en el oscilador armonico; se
puede omitir en otros casos.
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Al sustituir (1) y (2) en (3):

+ Oscilador armonico

clasico

+ Oscilador armonico

cugntiﬁod d2 €T A d2 Trp

% Oscilador no S
armoénico ma dt2 _I_ mp dt2 T

d2

) [maza +mpxp] =0

Sustituir (4) en la igualdad anterior:

d?|M x ]
=0
dt?
Por lo tanto:
d? ..y,
=0 (7)
dit?
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% Sistema clasico de H.
Es decir:

+ Oscilador armonico

clasico dmcm

% Oscilador arménico v o — cte (8)
cuantico cm dit

% Oscilador no

armonico

" 1o €S la posicidn del centro de masa.

s La velocidad del centro de masa, v.,,, €S constante en
el tiempo.
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Ejercicios:

< Sistema clasico de
dos particulas 1 .

% Oscilador armonico
clasico

% Oscilador arménico
cuantico

< Oscilador no
armonico

Tarea: De (4) y (5), despeja x4 y xp en términos de «
Y T.m Para obtener:

L A _%(RO _I_w) +wcm

LB %(RO _I_ 33) _I' Lcem

Con estos resultados y la definicidon de energia
cinética, E. = %mAvEl + %va?g, obtén

1 2 1 2
E. = Ec,tras + Ec,int — EM'Ucm + 5/*“)

donde v = dz/d — DAs AT
onde v = dx/dt,y H= T At s
\ masa reducida del sistema
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La energia mecanica del movimiento interno del sistema es

% Sistema clasico de

dos particulas 1 5

4 Oscilad dni = —

CléSichcl)a or armonico E 5 JIAY —+ V(w)

% quilador armonico \\ L ; . . s
cudntico energia potencial de interaccion
& OsIC|.Iador no

armonico

Ejemplos:

: . 1
= Oscilador armonico: V (z) = 5km2

En tres dimensiones (coord. esféricas).

= Rotor rigido.
V(r,0,¢) = constante

= Atomo de hidrégeno.
e 1
Ame,r’ € carga del electron.

V(’l“, 0, qb) — =
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Oscilador armonico clasico

El oscilador armonico es un modelo para estudiar las

+ Sistema clasico de

dos particulas oscilaciones internas en una molécula.
<> Q_scilador armonico
v - Modelo de enlace: Ley de Hooke
< Oscilador armonico
cuantico
% Oscilador no ma mp
armonico | ._666666 H €T
O x4 Trp

_— distancia de equilibrio

x = (xp —xa) — Ry
<://”

deformacion
- dza;A -
Fp=myu FR kx (9)
d2CCB
Fgp =mp—— = —kax (10)
Nota que dt

x > 0: extensidn; x = 0 : equilibrio; x < 0 : compre

sion
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+ Sistema clasico de -
dos particulas

+ Oscilador armodnico

clasico
+ Oscilador armodnico
cuantico

< Oscilador no
armonico

Ecuacion de movimiento interno:

d’xz k
;izg__+-;;{B =0 (11)

Las ecuaciones acopladas (10) y (11) se desacoplan en

(7) y (12) en el caso del oscilador armonico.

La ec. (12) es de interés para describir el movimiento
interno del sistema de dos particulas.
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e ecode m Frecuencia de oscilacion:

dos particulas

+ Oscilador armodnico

clasico

% Oscilador arménico e ]- k
cuantico vV —=—— —= — —
% Oscilador no 27 27 M
armonico

= [rayectoria:
x(t) = Asen(wt + ¢)

s  Energia mecanica:

E 1 2—|—1k2
= — v —Kx
8 2
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e = Un particula de masa p bajo la accion de una fuerza

COEEEET armonica con constante k.

% quilador arménico . , .

cudnico - Al caracterizar esta particula, se describe el

arménico movimiento interno del sistema de dos particulas,

A-4{l0-B.
- La frecuencia del oscilador es

1 |k
2\
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Oscilador armonico cuantico

Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:

< Sistema clasico de
dos particulas

+ Oscilador armédnico

clasico hz d2 ]_
.:0ngilador armonico — ¢ —|— —I{:ajZ 'l'b(aj) — E’l'b(a}) (1 2)
dor no 2“ dmz 2

Funciones de onda y energias:
V() = N,H,(3Y2x)e P*"/? (13)

1
Ev:(v+§)hv, v=0,1,... (14)

donde

B kl,b N B 1 ,6 1/4
B=1\ 7z T (o2 \ &
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H,(y): polinomios de Hermite.

% Sistema clasico de
dos particulas

% Oscilador armonico Por ejempIO:

clasico

+ Oscilador armédnico

cuantico

< Oscilador no
armonico

H,(y)

3
2y

4y? — 2

8y? — 12y

16y* — 48y? + 12

A~ WO —-Olc

10+

| L L L | |
-2 -1
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S ASEICIEEE R Las primeras funciones de onda son:

dos particulas

+ Oscilador armonico
clasico

+ Oscilador armédnico

cuantico Nv Hv (IBl/Zw)e—,sz/Z

< Oscilador no

Yo(x) | (B/m)V/* e P™/2
Pa(x) | J5(B/m)V* [2¢/Ba]e P/
Pa(x) | 525(B/m)V4 [4822 — 2]e P/
¥3(z) | 125(8/m)V/* [88%/%a® — 12¢/Ba]e /2

= Dado que los polinomios de Hermite tienen paridad
definida, las funciones de onda también la tienen.
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% Sistema clasico de — 2 i I
dos particulas 6 6
< Oscilador arménico Ey = 5 hy e s

clasico 2 N 0
% Oscilador arménico 3 gl gl
cuantico = 2hv — T~

2
< Oscilador no ol Al
armonico r L
E() =zhv 4+

= Niveles igualmente espaciados: AE = E,., — E, = hv
»  Dado que no hay degeneracion: /¢v(w) Vo (X)dT = 84y 4

= Energia de punto cero: Zhv

= A v grandes, la probabilidad aumenta hacia mayores
amplitudes de oscilacion.

s Hay amplitudes en la region clasicamente prohibida.
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< Sistema clasico de 1A _ .
e Funcion de onda para v = 0:
% Oscilador armonico

clasico IB 1 / 4

+ Oscilador armédnico

cuantico ’Qbo (w )

< Os,ci'lador no T
armonico

e BT /2
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+ Sistema clasico de
dos particulas

+ Oscilador armonico
clasico
+ Oscilador armédnico

cuantico

< Oscilador no
armonico

Ejercicio:

Las oscilaciones de los atomos alrededor de sus
posiciones de equilibrio en la molécula HI pueden ser
modeladas por un oscilador armonico con constante de
fuerza de 313.8 N/m. Calcula la energia de punto cero y la
separacion de los niveles energéticos vibracionales de la

molécula.
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% Sistema clasico de EfeCtO tU nel :

dos particulas

+ Oscilador armonico
clasico

o ENcuentra la probabilidad de encontrar a la particula en la

cuantico

Oscilador no region clasicamente prohibida en el estado v = 1.
e Datos de "*Br'®F (McQuarrie, Physical Chemistry, p. 168):

— masa reducida: p = 2.52 x 1072¢ kg
— Frecuencia vibracional: v = 1.13924 x 104 Hz.

P >a,) = [

€L

[ty () |*do

donde x,. es solucidon de

(e
(Y o I/—za?r
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+ Sistema clasico de
dos particulas

+ Oscilador armonico
clasico
+ Oscilador armédnico

cuantico

< Oscilador no
armonico

x,./pm

P(x > x,)

- OO NOOOTP,~,WDN 20O

7.64606
13.2434
17.0971
20.2296
22.9382
25.3591
27.5683
29.6131
31.5255
33.3284
35.0387

0.0786496
0.0558051
0.0475347
0.0427414
0.0394632
0.0370171
0.0350905
0.0335151
0.0321935
0.0310594
0.030072

dos part, oscilador/FQ-UNAM

19/28



Actividad opcional. Puedes generar la tabla anterior con el
siguiente codigo de Mathematica:

+ Sistema clasico de

dos particulas inf+]= psi[x_, n_] &= (Nn = (B/Pi)A (1/4)/Sqrt[2"nn!] -
% Oscilador armoénico B =Sqrt [m k] / hbar;
clasico

cuantico Nn HermiteH[n, y] Exp[-y*2/2])

< Oscilador no

armonico = ene[n_] t= (n+1/2) hbar Sqrt[k /m]

Efecto tunel. Encontrar la probabilidad de encontrar a la particula en la region
clasicamente prohibida en el estado n=1.
Datos de 75"Br197F (Physical Chemistry, McQuarrie, p. 168).

masa reducida: m=2.52 X 10°(-26) kg
v=1.13924 X10714 Hz

- m=2.52-107(-26)3; v =1.13924 . 10/13;
= k= (2Piv)A2m
hbar = 6.626 - 10" (-34) / (2P1i);

| ]= Do[xr[n] =x /. Solve[ene[n] = 0.5 k xA2, x];
prob = Integrate([psi[x, n]*2, {x, xr[n, 2], Infinity}];
If[n=0, Print|" xr/pm  probabilidad(x>=xr)"]];

Print["v=", n, ": ", 10*12xr[n, 2], ", ", prob], {n, 0, 15}]
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o Sictema cl4sico do Relaciones de recurrencia de los polinomios de Hermite:

dos particulas
+ Oscilador armonico

cladorarménico Hv+1(y) N zva (y) —|— szv—l(y) - O (15)
H!(y) = 20H,_1(y) (16)

Formula de Rodrigues:

,dve Y
H,(y) = (=1)%¢¥ ——
Ejemplo:
,d2e~ Y
H = (—1)%eY
2(y) = (-1 =

eyz[—Ze_y2 — 4e_y2y2] = 4y* — 2
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& Sistema clésico de Las relaciones de recurrencia permiten obtener valores

dos particulas
& Osclador armonico esperados de operadores mecanico-cuanticos.
< Oscilador armonico

cuantico

% Oscilador no Ejemp|OS

armonico

(x) = /_oogb,,,(a:) x P, (x)dr =0

2v + 1
20

(p,) = —ih /_ () dw(;f) dz = 0

@) = | (@) 2 o (@) do =

(p?) = —h° /_ooq,bv(x) ¢ j;gw) dx = h*B(v + 1/2)
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Ejercicios:

+ Sistema clasico de

dos particulas ’

+ Oscilador armonico 1 . Obten <$> y <pw> .
clasico

+ Oscilador armonico 2

cuantico

La frecuencia vibracional fundamental de N5 es 2330
amonico. cm~'y R., = 109.4 pm. Calcula el desplazamiento
cuadratico medio de la molécula,

RMSD = +/{x?),

en el estado basal vibracional.

3. Tarea: A partir de (x?) y (p?) obtén

(E) = (v+1/2)hv.

4. Tarea: Analiza el principio de incertidumbre de
Heissenberg para el oscilador armadnico.
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Oscilador no armonico

+ Sistema clasico de
dos particulas V (Ir)

% Oscilador arménico 9 (A
clasico

+ Oscilador armédnico
cuantico

< Oscilador no

armonico

oscilador armonico

D.: energia de disociacion

-,
Req \
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+ Sistema clasico de
dos particulas V (T)

% Oscilador arménico 9 T
clasico

+ Oscilador armédnico
cuantico

< Oscilador no

armonico

R .
X Ejemplo:

m  Potencial de Morse:

V(r) = D.[1 — e Pr—Red))2
{D., 3, R.q}: constantes.
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V' (R) en series de Taylor alrededor de » = R,

+ Sistema clasico de

dos particulas dV 1 d2 V

% Oscilador armonico — _ 2
clasico V(’P) — V(RGQ) _l_ d’l“ (’P ReQ) _I_ 2' d’l°2 (’P ReQ)
% Oscilador arménico Req : Req

cuantico

+» Oscilador no ]_ d3 V
armonico _|_
3! drs3

(r — Reg)® + ...

Dado que V(Req) =0y V(r) esminimoenr = Req:

1 1
Vi(r) = Ek (r — Req)2 -+ E'y (r — Req)3 + ...

donde

: d*V d3V
p— P}/ p—
dr? Req, ’ dr3 Req,
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En términos de la deformacion, x = r — Ry

+ Sistema clasico de
dos particulas

1 2 1 3
% Oscilador arménico V(il?) — ko + —~ @ + ...
clasico 2 6

% Oscilador armonico

cuantico

% Oscilador no donde

armonico

2 3
dx =0 dx =0

A segundo orden, se recupera el oscilador armonico
simple:

1
Vix) = Ek x?

— Funciona bien a deformaciones pequenas

dos part, oscilador/FQ-UNAM

27128



% Sistema clasico de EJ e rC|C|O :

dos particulas

+ Oscilador armonico

clasico 1 _

+ Oscilador armédnico
cuantico

< Oscilador no

armonico

Expresa al potencial de Morse como serie de Taylor a
tercer orden en términos de x.

Para 'H*°Cl: v = 2886 cm ™' y D, = 440.2 kdJ/mol.
Obtén los valores de k y ~ para esta molécula.

Respuesta:
k = 481.5 N/m, ~ = —2.622 x 10'3 (unidades?).

Puedes trazar la grafica del potencial de Morse y sus
aproximaciones a ordenes 2 y 3, respectivamente, para
hacer las comparaciones pertinentes.
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