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Sistema:

Energı́a mecánica del sistema:

E = Ec +
✟
✟
✟✟✯

0
V (r) = Ec =

1

2
µv2, µ =

m1m2

m1 +m2

Es conveniente expresar el movimiento en términos de velocidad

angular, ~ω:

~v = ~ω × ~r, tal que ~ω = ωn̂ ⇒ n̂: vector unitario
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Por lo tanto:

Ec =
1

2
µ~v · ~v =

1

2
µ(~ω × ~r) · (~ω × ~r)

=
1

2
µω2(n̂× ~r) · (n̂× ~r) =

1

2
µω2||n̂× ~r||2

Ec =
1

2
µω2r2
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Momento angular:

~L = ~r × ~p = −~p× ~r = −µ~v × ~r

= −µ(~ω × ~r) × ~r

Y como

(~a×~b) × ~c = (~c · ~a)~b− (~c ·~b)~a

entonces:

~L = −µ [(✘✘✘✘✿0
~r · ~ω) ~r − (~r · ~r)~ω]

~L = µr2~ω = µr2ω n̂
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~L = µr2ω n̂; L2 = ~L · ~L = (µr2)2ω2 = I2ω2

donde I = µr2 es el momento de inercia.

Por lo tanto:

L = ||~L|| = Iω; ω =
L

I

La energı́a cinética es:

Ec =
1

2
µω2r2 =

1

2
µr2

(
L2

I2

)

︸ ︷︷ ︸

ω2

Finalmente:

Ec =
L2

2I
=
p2

2µ
(1)

Para un objeto que rota, es

conveniente expresar a la

energı́a cinética en términos

de L e I
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− ~
2

2µ
∇2ψ(θ, φ) = Eψ(θ, φ) (2)

donde el laplaciano se expresa en coordenadas esféricas:

∇2 =
1

r2

[
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+
1

sen θ

∂

∂θ

(

sen θ
∂

∂θ

)

+
1

sen2 θ

∂2

∂φ2

)]

En este caso, r es constante.

Por lo tanto:

− ~
2

2µr2

[
1

sen θ

∂

∂θ

(

sen θ
∂ψ

∂θ

)

+
1

sen2 θ

∂2ψ

∂φ2

]

= Eψ (3)
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Al hacer I = µr2 (momento de inercia), multiplicar por sen2 θ y

reacomodar, se obtiene:

sen θ
∂

∂θ

(

sen θ
∂ψ

∂θ

)

+
∂2ψ

∂φ2
+

2IE sen2 θ

~2
ψ = 0

Esta ecuación se resuelve mediante separación de variables.

Sea

ψ(θ, φ) ≡ Y (θ, φ) = Θ(θ)Φ(φ) (4)

sen θ
∂

∂θ

(

sen θ
∂Y

∂θ

)

+
∂2Y

∂φ2
+ (β sen2 θ)Y = 0 (5)

donde

β =
2IE

~2
(6)
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Al sustituir (4) en (5) y reacomodar, se obtiene:

sen θ

Θ

d

dθ

(

sen θ
dΘ

dθ

)

+ β sen2 θ = − 1

Φ

d2Φ

dφ2
= m2

dondem es una constante.

Por lo tanto:

d2Φ(φ)

dφ2
+m2Φ(φ) = 0 (8)

sen θ
d

dθ

[

sen θ
dΘ(θ)

dθ

]

+ (β sen2 θ +m2)Θ(θ) = 0 (9)

⇒ Las ecuaciones están acopladas mediante la constantem.
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La solución de (8) es:

Φ(φ) = Aeimφ

Por las condiciones a la frontera (Φ debe ser univaluada):

Φ(φ) = Φ(φ+ 2π) (10)

se obtiene

m = 0,±1,±2, . . . (11)

Al normalizar:

Φm(φ) =
1

√
2π
eimφ

(12)
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Las soluciones de (9) son polinomios con β restringido a

β = j(j + 1), j = 0, 1, 2, . . . (13)

y están dados por

Θj,m(θ) =

[
2j + 1

2

(j − |m|)!
(j + |m|)!

]1/2

P
|m|
j (cos θ) (14)

donde las funciones asociadas de Legendre se pueden obtener a partir

de

P
|m|
j (x) =

1

2jj!
(1 − x2)|m|/2d

j+|m|(x2 − 1)j

dx j+|m|
.
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Éstas satisfacen la siguiente relación de ortogonalidad:

∫ 1

−1

P
|m|
j (x)P

|m|
j′ (x) dx =

2

2j′ + 1

(j′ +m)!

(j′ −m)!
δj,j′

y relaciones de recurrencia tales como

(2j+1)xPm
j (x) = (j−m+1)Pm

j+1
(x)+(j+m)Pm

j−1
(x) .

Algunos polinomios de asociados de Legendre son:

P 0

0
= 1 , P 0

1
= x = cos θ , P 1

1
= (1−x2)1/2 = sen θ
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Las soluciones de la ec (2) se llaman armónicos esféricos.

Al sustituir (12) y (14) en (4):

Y m
j (θ, ¸φ) = Θj,m(θ)Φm(φ) (15)

Además:

m = −j, j − +1, . . . , 0, . . . , j − 1, j (16)

A partir de (6) y (13):

Ej =
j(j + 1)~2

2I
(17)

⇒ La energı́a está cuantizada.

⇒ Hay degeneración: gj = 2j + 1.
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Algunos armónicos esféricos:

Y 0

0
=

(
1

4π

)1/2

, Y 0

1
=

(
3

4π

)1/2

cos θ,

Y ±1

1
=

(
3

8π

)1/2

sen θ e±iφ

⇒ Los armónicos esféricos conm 6= 0 son funciones complejas.

Tarea: Verifica que

Y ±2

2
(θ, φ) =

√
15

32π
sen2 θ e±2φ
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Para el rotor rı́gido:

Ĥ = T̂ =
1

2I
L̂2

(18)

⇒ Ver ec. (1)

Por lo tanto, L̂2 = 2IĤ y debido a (3):

L̂2 = −~
2

[
1

sen θ

∂

∂θ

(

sen θ
∂

∂θ

)

+
1

sen2 θ

∂2

∂φ2

]

(19)

Además:

[Ĥ, L̂2] = [Ĥ, 2IĤ] = 2I[Ĥ, Ĥ] = 0̂

⇒ Ĥ y L̂2 comparten funciones propias.
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La ecuación de Schrödinger del rotor rı́gido:

ĤY m
j (θ, φ) = EjY

m
j (θ, φ)

Multiplicar por 2I :

2IĤY m
j (θ, φ) = 2IEjY

m
j (θ, φ)

L̂2Y m
j (θ, φ) = L2Y m

j (θ, φ) (20)

Debido a (17):

L2 = 2IE = 2I
j(j + 1)~2

2I
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Por lo tanto:

L2 = ~
2j(j + 1); L = ~

√

j(j + 1) (21)

⇒ La magnitud del momento angular está cuantizada.

Tarea:

Verifica que

[L̂x, L̂y] = i~L̂z

donde

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y

L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z
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Relaciones de conmutación útiles:

[x̂, p̂x] = [ŷ, p̂y] = [ẑ, p̂z] = i~

[x̂, p̂y] = [x̂, p̂z] = [ŷ, p̂z] = 0̂

[x̂, ŷ] = [x̂, ẑ] = [ŷ, ẑ] = 0̂

[p̂x, p̂y] = [p̂x, p̂z] = [p̂y, p̂z] = 0̂

[Â+ B̂, Ĉ] = [Â, Ĉ] + [B̂, Ĉ]

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂

De manera similar, se obtiene:

[L̂y, L̂z] = i~L̂x, [L̂z, L̂x] = i~L̂y

⇒ Las componentes de L̂ no conmutan entre sı́.
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Adicionalmente:

[L̂2, L̂z] = [L̂2

x + L̂2

y + L̂2

z , L̂z] = 0̂

⇒ L̂2 y L̂z comparten funciones propias:

L̂zY
m
j (θ, φ) = LzY

m
j (θ, φ) (22)

En coordenadas esféricas (Levine, Quantum Chemistry):

L̂z = −i~ ∂
∂φ

(23)

Tarea: Utiliza (12), (15) y (23) para obtener:

Lz = m~ (24)
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Ejemplo:
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Ejemplo:
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Resumen

ĤY m
j = EjY

m
j Ej =

j(j + 1)

2I
~
2

L̂2Y m
j = L2Y m

j L2 = ~
2j(j + 1)

L̂zY
m
j = LzY

m
j Lz = m~

j = 0, 1, 2, . . . m = −j,−j + 1, . . . , 0, . . . , j − 1, j

[L̂x, L̂y] = i~L̂z, [L̂y, L̂z] = i~L̂x, [L̂z, L̂x] = i~L̂y

[L̂2, L̂z] = 0̂

Los valores propios L̂2 y L̂z, y las relaciones de conmutación:

⇒ Se cumplen para el átomo de hidrógeno.

⇒ Se extenderán en el estudio del espı́n electrónico.
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