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Analisis clasico

- Sistema: ) ‘
Analisis clasico : La energia potencial es constante
Ecuacién de Schrodinger < porque r es COﬂStCL’I’LtG
del rotor rigido E C
. y4
Momento angular . .
¢ Sistema equivalente:
)\Cte Valor convencional Una particula de masa u que
oM gira en una circunferencia
r =7 -
B de radio r
ma v = |||

Energia mecanica del sistema:

mim
E = E.+ Va2 E. uv, p=—

mq + Mo

Es conveniente expresar el movimiento en términos de velocidad
angular, @:

V=WXT, talque @ = wn —> T vector unitario

Rotor rigido/JHT 2/21



Andlisis clasico

Ecuacién de Schrodinger <

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT  :

Por lo tanto:

1
E.=_-pv-v=-p(@XT7)-(JdXT7)
2
1 1
ZE[LwZ(nXF) (an):_MWZHanHz
“ |7 x| = ||afl[[7][sen 90° = r

0 = 90°
F\_; giro alred. de eje fijo
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Andlisis clasico

Ecuacién de Schrodinger <

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT

Momento angular:

L = FXP=-—-PXTFT=—usxr
= —u(@ X7r) X7
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Andlisis clasico

Ecuacién de Schrodinger <

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT

L=pr*wn; L*=1L-L=(ur??%*w?=TI%?

donde I = pr? es el momento de inercia.

Por lo tanto:

L=|IL|| = Iw;  w=

~|

La energia cinética es:

1 ,., 1 (L? B .
E.= —pwr = —ur® | — * Para un objeto que rota, es:
2 2 I? :

w2

- conveniente expresar a la:

: :
. energia cinética en términos :
Finalmente: : .
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Ecuacion de Schrodinger del rotor rigido

Anélisi-s, clasico | § hz
e EV(0,6) = BY(0,0) @

Momento angular

donde el laplaciano se expresa en coordenadas esféricas:

0 1 [0 , O 1 0 0
Ve = r“——m1F 1 + sen 0 —
r2 | 9r or sen 6 00 00

n 1 0? )]
sen? 0 0¢?

En este caso, r es constante.

Por lo tanto:

h? 1 0 0, 1 9%y
— sen 0—— | + = B (3)
2ur? [ sen 6 00 00 sen? 0 0¢?
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Andlisis clasi . . . T
s e - Al'hacer I = pr? (momento de inercia), multiplicar por sen? 0y

del rotor rigido

reacomodar, se obtiene:

Momento angular

0, < (’9?,0) N ol N 2[Esen20¢ 0
n —
0?2 h?

Esta ecuacion se resuelve mediante separacion de variables.

Sea
¥(0,¢) =Y (0,0) = ©(0)2(9) (4)
98 ( 08Y> oY 20)Y =0 5
sen 50 sen 59 -+ Do? + (Bsen“0)Y = (5)
donde
21 FE
o B=" ©
Rotor rigido/JHT 5
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Analisis clasico

: ¢ Al sustituir (4) en (5) y reacomodar, se obtiene:
Ecuacion de Schrodinger .

del rotor rigido

Momento angular ; SEI H d d@ 9 ]. d2¢ 2
: senf—— | + Bsen“ 0 = —— = m
: ® do do b dop?
donde ™ es una constante.
Por lo tanto:
d*® (o) 5
e + m ®(¢) =0 (8)
d dO (0
sen 0@ [sene d4(9 )] + (Bsen? 6 + m?)©(0) =0 (9)

—> Las ecuaciones estan acopladas mediante la constante m.
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La solucidon de (8) es:

Andlisis clasico :
Ecuacion de Schrodinger ¢
del rotor rigido

B(¢) = Aei™

Momento angular

Por las condiciones a la frontera (® debe ser univaluada):

®(¢) = (¢ + 27) (10)
se obtiene
m=0,xl,x2,... (11)

Al normalizar:

a0 =—
Rotor rigido/JHT V2w

(12)
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Andlisis clasico : : : : L
e . @ Las soluciones de (9) son polinomios con 3 restringido a

del rotor rigido

Momento angular

/3:](]+1)9 j2091929°°° (13)
y estan dados por

2j +1 (j — |m|)!]"?

2 (J+|m])!
donde las funciones asociadas de Legendre se pueden obtener a partir
de

O,.m(0) = P (cos0) (14

. (1 — m2)|ml/2dj+|m|(w2 — 1)

kel _
Pj (CB) o 23 51 dxitIm|
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Analisis clasico . z . . . e . .
Ecuacion de Schrodinger Estas satisfacen la siguiente relacion de ortogonalidad:

del rotor rigido

Momento angular § 1 2 ( ! _I_ m)!
: : |m| |m| J
/ 1 Pj (CB) Pj, (:B) do = - ' 53',.7"

y relaciones de recurrencia tales como
(2j+1)zP(z) = (j—m+1) P, (2)+(j+m) P, (z) .
Algunos polinomios de asociados de Legendre son:
PP=1, P’=x=cosf, P!=(1-2%)"?=senb
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Analisis clasico

Ecuacion de Schrodinger ¢

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT

Las soluciones de la ec (2) se llaman armonicos esféricos.

Al sustituir (12) y (14) en (4):

Y™ (0,.0) = 0;m(0)Pm () (15)
Ademas:
m=—-3,7—+1,...,0,...,7 — 1,3 (16)

A partir de (6) y (13):

o/ o —|— 1 hz
B, - i(G+1) 17
21
—> La energia esta cuantizada.
—> Hay degeneracion: g; = 23 + 1.
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Analisis clasico

Ecuacion de Schrodinger ¢

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT

Algunos armoénicos esféricos:

; 1\ /2 ; 3 \ 1/2
elem) o T ar) et

3\"? .
YllLl — (—) sen 0 eTi®
87

—> Los arménicos esféricos con m % 0 son funciones complejas.

Tarea: Verifica que

15
Y;52(0, @) = 4/ 2o sen? 0 e*2?
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Momento angular

Analisis clasico

Ecuacién de Schrodinger <

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT ~ :

Para el rotor rigido:

A . 1 .,
H=T—=—L (18)
21
—> Ver ec. (1)

Por lo tanto, L2 = 2T H y debido a (3):

-, ,[ 1 O o0 1 02
L* = —h sen0— | + (19)
sen 6 06 00 sen? 0 0¢p?

Ademas:
(H, 1% = [H,2IH] = 2I[H, H] = 0

= H y L2 comparten funciones propias.
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Analisis clasico

Ecuacién de Schrodinger <

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT

La ecuacion de Schrodinger del rotor rigido:
HY"(0,9) = E;Y;"(0, ¢)
Multiplicar por 21

2THY™(0, ) = 2IE;Y;™(0, ¢)
j—/zY;m(H, Cb) — Lijm(Hv ¢)
Debido a (17):

j(G + 1)k
21

L? = 2IE = 21

(20)
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Analisis clasico

Ecuacién de Schrodinger <

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT

Por lo tanto:

L*=1%(j+1); L=h/j(G+1)

—> La magnitud del momento angular esta cuantizada.

Tarea:

Verifica que

(L., L,] = ihL,
donde

L, = §p. — 2P

Ly ZPyx — TPz

|
3
N
|
\
<
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Analisis clasico

Ecuacién de Schrodinger <

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT

Relaciones de conmutacion utiles:

De manera similar, se obtiene:
L,,L.| =iil,, [L.,L,]=:ikhL,

—> Las componentes de L no conmutan entre si.
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Analisis clasico

Ecuacién de Schrodinger <

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT

Adicionalmente:

12, L.) = [E2 + £2 + £2, £.] = 0
= y f}z comparten funciones propias:

L.Y™(6,¢) = L.Y;™(6, ¢) (22)
En coordenadas esféricas (Levine, Quantum Chemistry):

L, = —ih— (23)
Tarea: Utiliza (12), (15) y (23) para obtener:

L, = mh (24)
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Andlisis clasico ; Ejemp|0

Ecuacién de Schrodinger «

del rotor rigido

Momento angular

Rotor rigido/JHT
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Analisis clasico

Ejemplo:

Ecuacién de Schrodinger <

del rotor rigido

Momento angular
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Analisis clasico

Ecuacién de Schrodinger <

del rotor rigido

Momento angular

Resumen
: iG+1)

HY™ = E;Y" =
J J

J 21
r2vwm __ 2w, 2 312 ./
LY™ = LY, L*=h%5(5 +1)
EZY;’m = L.Y" L. = mh

j=0,1,2,... m=—j4,—j+1,...,0,...,5—1,7

Los valores propios L? y L,y las relaciones de conmutacion:

=> Se cumplen para el atomo de hidrogeno.

. —> Se extenderan en el estudio del espin electronico.
Rotor rigido/JHT ~ ©
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