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Introduccion

La ecuacion de Schrodinger proporciona buenos valores de
la energia de ionizacién de atomos hidrogenoides.

Falla en la descripcion de observaciones experimentales en
sistemas polielectronicos.

(ej: En el espectro de alta resolucion del Na, la linea amarilla
consiste en dos muy cercanas).

Se incluye el espin en los postulados de la mecanica
cuantica no relativista para remediar estas deficiencias.

Nota: EIl espin surge de manera natural
en mecanica cuantica relativista.
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Fuerza magnética sobre una carga en movimiento:

— —

F =qu X B

Dipolo magnético:
q —>
— — ot L

g (2m>

Para un electron:

| = (26 > g
\F qg<0 fte
Energia debida al campo:

— 6 — —
E:—B-[Z:( )B-L
2Me
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Cuando el dipolo magnético esta orientado de manera paralela
(o antiparalela) al campo (gj: eje z):

E=-B.-ji=FBpu

La fuerza correspondiente es F = —V E:
— 8E A 8Bz A~
0z 0z

— F' tiende a mover al dipolo mageético en la direccion en

gue aumenta (o disminuye) el campo magnético.
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Dado que

Hz = —

A

e 7 0B,

entonces F=F
2Mm, 0z

donde

L, =myh, mey=—¥ —C+1,...,0,...,0 —

es la componente z del momento angular orbital.

1,0
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Experimento de Stern-Gerlach

haz con espin arriba Z,

. R

horno |——>|magneto| | | |

| |
I

haz con espin abajo  detector

campo magnético(_/

no homogéneo

» Por la orientacién del magneto, B = Bk.
= En el caso de H, no deberia dividirse el haz pues m, =\0.

dos
estados
Hay un momento an- /_,5_- constante
ular adicional, s, tal j
J Mz — gﬁsza Sz — A

que:

W
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Postulado:

El electron tiene un momento angular intrinseco lla-
mado momento angular de espin, s.

La siguiente analogia con el movimiento
planetario es incorrecta:

/ electron
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Particulas identicas

m |as particulas subatémicas del mismo tipo tienen la
caracteristica de ser indistinguibles.

s Es decir, tienen las mismas propiedades (masa, espin, etc.)

m La descripcion de un sistema de particulas idénticas requiere
la consideracion del espin.

= |as particulas idénticas poseen momento angular orbital y de
espin:

E(CB, Yy,2), 8(w)

m  Su estado depende de las variables € = {7, w}
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Ejemplo:

El estado de un sistema de dos particulas esta dado por

¢(£19£2)

Por ser particulas idénticas, la densidad de probabilidad cumple

Y(Z1, B2)|? = |9 (&2, T1)|?

Por lo tanto:

P (&1, T2) = YYP (&2, T1)

donde

-1

1
1

bosones
fermiones
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Casos:

Bosones (v = +1):

— obedecen la estadistica de Bose-Einstein.
— tienen espin entero (s = 0,1,2,...).

Ejemplos: foton, gluén (interac. nuclear fuerte) (s = 1)

Fermiones (v = —1):

— obedecen la estadistica de Fermi-Dirac.
— tienen espin semientero (s =1/2,3/2,...).

Ejemplos: electrén, protdn, neutrén (s = 1/2).
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Para un sistema de dos electrones:

¢(£1a C1_3’2) — _¢(£29 3_3’1)

La funcion de onda es antisimétrica (cambia de signo) ante el
intercambio de X1 por X4 en ).
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Principio de exclusion de Pauli

1. Un sistema polielectronico debe satisfacer la ecuacion de
Schrédinger, Hy) = E-1), donde:

H depende de las coordenadas espaciales.
1 depende de las coordenadas espaciales y de espin.

2. 1) debe satisfacer el siguiente postulado (Principio de

exclusion o antisimetria):

La funcion de onda es antisimétrica ante el inter-
cambio de las coordenadas espaciales y de espin
de cualquier par de electrones:

Espin electrénico/JHT

12 /53



 Introduccion

“ Experimento de
Stern-Gerlach

< Particulas idénticas

+ Principio de
exclusion de Pauli

% Aproximacion
orbital

< Determinantes de
Slater

< Numeros de
ocupaciéon

% Enlace quimico en
la molécula Ho

% Aproximacién de
Hartree—Fock

% Célculos de
estructura electrénica
% Propiedades
moleculares

Para el momento angular orbital:

T 2
L2y, ™
L.Y,™

donde my = —¢,—¢+1,...,0,...

0(£ + 1)R?Y,™
mehY,

76_

1,0

No hay funciones de onda espaciales que correspondan a los

estados de espin.

En este caso:

§2
§z¢

donde mgy = —s,—s+1,...,0,...

s(s + 1)h?
mgh Y

sy S —

1,s
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Posibles valores de espin:

Bosones: s=0,1,2,...
Fermiones: s=1/2,3/2,...

Los operadores 32 y 5, no tienen expresiones explicitas en
términos de w.

Se satisfacen las relaciones de conmutacion:

|
=

5%, 3,

(825 8y]

[8y,8.] = ihd,

ih3, (3, 8] ih3,
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Para fermiones (protones, neutrones, electrones): s =1/2

Hay dos funciones propias simultaneas de 3% y 3,:

Fa(w) = i3+ 1hr%’a(w) s;a(w) = sha(w)
B(w) = 3(5+1R*B(w) 3.8(w) = —3zhB(w)
donde m, = —3, 1.

Las funciones de espin son ortonormales:

[ a*@a@ds = [ 5 @)sw)dw =1
/a*(w)ﬂ(w)dw = /B*(w)a(w)dw =0

Las dos funciones de
espin se representan por
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Adicion de momento angular:

J=L+ 8§

tal que
J., = Lz"‘Sz
myj = My + Mg
Y como m; <1 y mg < S:

j<l4+s y 3>|l—s

Por lo tanto:

j=l—s|l,l—s|+1,...,0l+s—1,l+ s
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Aproximacion orbital

Definiciones:

Orbital atomico: funcidon de onda de un electron en un atomo.

Orbital molecular: funcion de onda de un electron en una

molécula.
Ademas:

orbital espacial:
que

funcion de la posicion del electrén, ; (), tal

|4 (7)|*d7

es la probabilidad de encontrar al electrén en dv

El conjunto {1;} es ortonormal, [} (7)) ;(F)d7 = ;5
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Espin orbital: funcion de onda que describe la distribucidon
espacial y de espin de un electrén, x (&), tal que

[ p(P)aw)
X(%) = { P (7)B(w)

= Si los orbitales espaciales son ortonormales, los espin
orbitales también lo son:

/ XL (&) x; (B)dE = 65

Ejemplo. x:(Z) = ¥:i(F)a(w) y x;(F) = ¢¥;(F)a(w):

[xi@xi@az= [ [wi@a @ @aw)dr

= [ 6% [ o (@)aw)de
= 0;5 X (1) = &y;

Espin electrénico/JHT

18 /53



 Introduccion

“ Experimento de
Stern-Gerlach

« Particulas idénticas
 Principio de
exclusion de Pauli

% Aproximacion
orbital

< Determinantes de
Slater

< Numeros de
ocupaciéon

% Enlace quimico en
la molécula Ho

% Aproximacion de
Hartree—Fock

% Célculos de
estructura electrénica
% Propiedades
moleculares

Productos de Hartree

El siguiente Hamiltoniano electronico
N
H =) h(%)
=1

corresponde a uno de dos casos:

1. Electrones independientes.
2. Electrones que inteactuan de manera promedio.

En tal caso:
h(i)x; (%) = ejx;(Z:)
por lo que

I:I’l,bPH — ET,DPH
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Producto de Hartree:

PP (&, Ta . EN) = xi (@)X (82) - - - Xk (V)
EF=¢+¢€;j+...+ ¢

Ademas:

|¢PH(£17 1_3’2 oo fN)|2d£1d£2 oo dJ_Z’N —

Yk (ZN) |2 dE N

X (Z1) |2 dZ1 | xj (Z2)|*dZs - - -

Probabilidad de eventos independientes
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Sin embargo:

Los electrones no son independientes.
wHP no es antisimétrica pues distingue a los electrones.

Ejemplo para N = 2:

Atomo He en la configuracién x;x;, donde :
Xi (%) = 1s(7) a(w) X (Z) = 2s(7) B(w)

- Electrén 1 en x;, electron 2 en x;: 4 lﬁ(wz) A lﬁ(wl)
¢PH(£1, fg) — Xz(fl)xj(igg) 23(—») 23(_’1)

« Electron 1 en x;, electron 2 en x;:

PP (&, 1) = xa(T2)x; (F1)

Entonces:
YPH (£, 32) # —ypPH (&, 71)
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Determinantes de Slater

Como PH (&, E2) y vPH (&2, &) tienen la misma energia:
crp"H (Z1, Ba) + cap ! (E2, T1)
es funcién propia de H.

= Opcidn antisimétrica:
W(&y,&2) = 27 2[WPH(Z,&2) — T (2, T1)]

— 2_1/2[Xi(£1)Xj(£2) — Xg(fl)X’L(f2)]

Se Cumple: \I’(fl, Cffz) — —\If(a_fz, Cl_fl)

(€1, £2) puede escribirse como un determinante:

O (%, 3y) = 2-V/2 | Xi(Z1) x;(Z1)
(%1, 22) Xi(Z2) x;(Z2)
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Para un sistema con IN electrones, el determinante de Slater es

xi(®1) x;(@1) ... xw(d1)
(L1, Tay..., EN) = (N!)—l/z X (_ 2) XJ(. 2) Xk(. 2)

Xi(ﬂl?fN) Xj(;EN) Xk(;fN)

Notas:

= No se especifica qué electron esta en qué orbital.

s  (Cada renglén corresponde a un electron.

= (Cada columna corresponde a un espin orbital.

=  Cuando dos columnas son iguales ¥ = 0.

s Cuando dos renglones son iguales ¥ = 0.

m Al intercambiar dos renglones, cambia el signo de .
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Ejemplos:

1 Sean xi(Z) = Y1(F)a(w) y x;(Z) = Y2(7)B(w).
La distribucion de probabilidades esta dada por:

(U (21, T2)|°dF1 dT2 = % [11(T1) a(w1) P2 (T2) B(w2)
—p1 (F2) a(wa) Y2 (71) B(w1)]? di1 dT2

La distribucion de probabilidad indep. del espin es:

P (71, 73)dr1drs

b1 (71) |92 (72) |2
+|1p1 (72) | |h2 (71)|?] dF1dia
Ejercicio: Verifica estos resultados.

[ |\P(£1,:f:'2)|2dw1dw2 d’l?ld’l?é
1
2
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Si 1 (z) = 2(x) = ()

‘Il(fla j’2)

("“1)¢("°2) [o(w1)B(w2) — a(wz)B(w1)]

S|metrlco

7

ant|5|metr|co
P(7, ) di dity = |11 (71) | |1 (72) |2 diy dis
— Probabilidad de eventos independientes

Ademas:

P (71, 71) puede ser diferente de cero.
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2 Sean x;(Z) = P1(F)a(w) ¥ x;(Z) = Y2(r)a(w)
La distribucion de probabilidades esta dada por:

(O (&1, &) |?dE1 T2 = %[¢1(F1)a(w1)¢2(F2)a(w2)

—¢1 (’1?2)0{((.02)7#2 ('F'l)a(wl)]2 d£1d£2

La distribucion de probabilidad indep. del espin es:

P(r, f)didy = o {91 Plea()? + 1 (72) Pl (72)

— [ (1) P2 (71) % (72) b1 (72)
+4p1 (F1) Y5 (T1) P2 (F2) Y] (F2) | } A1 dis

< Probabilidad condicional

Ademas: P(r1,71) = 0 (correlacion de intercambio)
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3 Sean xi(¥) = Y(¥la(w) ¥y x;(Z¥) = ¢(7¥)a(w)

Verifica que el determinante de Slater correspondiente,

v (¥, X2), s igual cero

Dos electrones no pueden ocupar el mismo espin

orbital a la vez.

‘Correlacién de intercambio: )

el movimiento de electrones con el

\mismo espin esta correlacionado )
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Ejemplos:

4 En el caso

Xi(fl)
X;j(Z2)
Xk (Z3)

P(r1) o (wi)
Y (72)B(w2)
Y (73)(ws)

el determinante es igual cero

A lo mas, es posible asignar el mismo orbi-
tal espacial a dos electrones a la vez.
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Graficamente

E \ E )

Xi =%a  x;=v8 Y

Ademas:
oy Ay
Ay Ay A4

capa cerrada capa abierta viola principio
de exclusion
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Numeros de ocupacion

Sea un sistema de IN fermiones independientes con espin
orbitales

{xi(Z1), X (E2),-- - xX6(ZN)},
energias

{E1,Es,... ENn}
y funcion de onda total ¥ (&, £2,...ZN) (det. Slater).

Cuando dos espin orbitales son iguales:

Xi = Xj- ‘P(fl,fng) = 0.

Hay restriccion en los numeros de ocupacion

(solo 1 fermion por espin orbital).

= En el caso de bosones, no hay restriccion
en los numeros de ocupacion.
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e Atomos polielectrénicos

“ Experimento de _

Stern-Gerlach s E| estado de un atomo hidrogenoide esta determinado por
% Particulas idénticas

 Principio de

exclusion de Pauli

% Aproximacion {n7 E, my, m8}7 En
orbital
oy minantes e s El estado de electrén en un a&tomo polielectronico esta

+ NUmeros de de’[el’minadO por

ocupacién

% Enlace quimico en

la molécula Ho . . .,
o:oAproximaCién de {n, 'e, me, ms} + prInCIpIO de eXC|USIOn, En,e
Hartree—Fock

+ Calculos de

estructura electrénica - EStrUCtura de CapaS:

% Propiedades

moleculares
H: 1s! He: 152
Li: 1s%22s! Be:[He]2s? B:[He]2s%2p! C:[He]2s%2p? ... Ne:[He]2s2%2p°
Na:[Ne]3s! Mg:[Ne]3s? . e . .+« Ar: [Ne]3s23p®
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Enlace quimico en la molecula H-

% Introduccién El Hamiltoniano electronico es

“ Experimento de
Stern-Gerlach

< Particulas idénticas

# Principio de . 1 1 1 1 1 1 1
exclusion de Pauli Helec — _V% o _Vg _ _ _ _ +

% Aproximacion 2
orbital

+ Determinantes de
Slater

< Numeros de
ocupaciéon

% Enlace quimico en
la molécula Ho

% Aproximacion de
Hartree—Fock

% Célculos de
estructura electrénica
% Propiedades
moleculares

En el estado basal, hay dos es-
Hp pin orbitales ocupados:

X1 = Y1y x2 = Y10
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Funcidn de onda electronica del estado basal:

Y (

L1y L2

Sl Sl Sl

x1(T1) x2(Z1)
X1(Z2) Xx2(%2)

P1(T1)a(wr)  P1(71)B(w1)
P1(T2)a(wa) P1(72)B(w2)

PrT)P2(72) [a(w1)B(ws) — flwi)a(ws))

electrones indep funcion de espin antisimétrica
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{wlsA ’ wlSB }

se obtiene

Y1

Eiot = 2EH +

\

~ V2 +5)

La energia molecular es

2J+2J JH4+2K - M —4L

1+ S

Epg =—1/2

[@blsA + ¢1SB]

2(1 + S)?2

Al usar como funciones base los orbitales hidrogenoides

_|_

1
R
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Las integrales J a M dependen de la distancia internuclear:

1
J = — / 16 (1) — |th1s (2) [P drs
12
1
K = _/¢1SA(1)¢1SB(1)—¢13A(2)¢1SB(2)d7-1d7-2
12
1
L = — / 15 (1)2 15, (2)tb10p (2)dridrs

r12

1
M = = [ 1o (P 10, (2) Pdrdr
12
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AFE
=

La curva de energia potencial correspondiente es

Eiot — 2E g

D, Se obtiene:

Ry =74 pm, D, = 350 kd mol—1

Valores experimentales:
Ry =74.1 pm, D, = 430 kd mol—1
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AFE

Eiot —2FEH

_— R

N—

Sin embargo,
en esta aproximacion, la molécu-
la disocia al limite incorrecto.

(Hay que ir mas alla de 1 determi-
nante de Slater)
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Aproximacion de Hartree—Fock

hlEEeel Consiste en utilizar un determinante de Slater como funcion de

“ Experimento de

Stern-Gerlach prueba en el método variacional.
% Particulas idénticas
 Principio de

?xilurs;ér:nii.ziuli Xi(l) Xj(l) c o Xa(l) Xb(l) c o Xk(l)
% ximaci
orbita 1| x6(2) x(2) -0 xa(@) xe(2) oo xw(2)

éolelljtitrerminantes de \/ﬁ : : : : :
< NUmeros de Xz(N) Xj(N) .o Xa(N) Xb(N) c e Xk(N)

ocupaciéon

% Enlace quimico en (1 )
la molécula Ho

% Aproximacion de
Hartree—Fock

% Célculos de donde

estructura electrénica ,

% Propiedades = N:numero de electrones
moleculares

m  Espin—orbitales: xo = Yo @ 0 Xa = Yo B
= El conjunto {x.} es ortonormal
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El Hamiltoniano electrénico es
N 4
— _V2
; ; Z Z

1=1 A=1 TAi
Se aplica el principio variacional para encontrar los espin
orbitales que minimicen la energia

_I_ZZTJ (2)

=1 3>1

E = /\IIH\II dX1dRs . ..dXN (3)

Se obtiene la ecuacién de Hartree—Fock

f(X1)Xa(X1) = €aXa(X1) (4)
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donde

En la ecuacidon anterior

h(1)

jb(l)Xa(l)

Kb(l)Xa(l)

( operador coulombico

perador de intercambio

fO) =h@)+ ) Jp(1) — ) Kp(1) (5)
b#a

b#a

——V2 Z i

A1

/ x;;(z)r;;xbm)da?z] xa(1)

/ x,";(z)r;;xa(z)dfz] xb(1)
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El operador de Fock es de la forma

Potencial promedio
sobre el electron 1
debido a los demas
electrones y los nu-

Fi) = —Loro Y Za gy
2 iy cleos

= En el método de Hartree—Fock, al representar a la funcion de

onda como un determinante de Slater solo se incluye la
correlacion de intercambio.
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Al integrar el espin en (4) se obtiene:

F(T1)Yi(T1) = €:9i(T1) (6)

donde

N/2

F(F1) = h(T1) + ) [2Ja(F1) — Ka(T1)] (7)

ademas

Ja(1)¢i(1)

Ka(1)¢i(1)

: / ¢:(2>r1—;¢b<2)dfz] i(1)

: / w:,,(z)r;;wi(szz] (1)
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Es posible introducir una base orbi-
tal

{¢M(F)|:u — 1929°°'9K}

para expandir los orbitales atomicos
0 moleculares:

K
Yi = Y cuidp, i=1,2,...,K
p=1

E A

— « LUMO
«— HOMO

1

T

LUMO: Lowest Unoccupied Molecular Orbital
HOMO: Highest Occupied Molecular Orbital
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Al sustituir (8) en (6)

K K
F) Y cuidp =€ > cuidy
p=1 p=1

Multiplicar por ¢, e integrar respecto a ry :

e imeoen FC = SCe ecuaciones de Roothaan (10)
(para capas cerradas)
:;(t:riglljlése(ljeezctrénica donde:
% Propiedades
el = S: matriz de traslape

elementos: S, = [ ¢*¢,dr1

s F': matriz de Fock
elementos: F,,, = [ ¢*f(1)¢,dr1
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F depende de C. Es decir:
F(C)C = SCe

Por lo tanto, (11) se resuelve iterativamente.

(11)
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estructura electrénica
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Calculo Hartree—Fock de la estructura molecular de minima energia

(optimizacion de geometria):

coords, carga, multiplicidad, base orbital, etc

y

OM iniciales (ej: Hiickel)

¥

> | procedimiento SCF: FC=SCe

nuevos OM

. SCF convergido?

V E — nueva geometria

¥

B (geometria convergida? _\L

salida: geometria final y propiedades

= Falta incluir de manera explicita las
interacciones couldmbicas electron—electron.
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Calculos de estructura electronica

Aproximaciones:

Para el estudio de:

Born—Oppenheimer

Hartree—Fock

Energias moleculares

Oscilador armonico
Rotor rigido

Evolucion de la estructura molecular
Reactividad quimica y estructura electronica

Interacciones intermoleculares

|

|

|

|

s Espectros IR
Ademas:

s  (Gas ideal

para propiedades termodinamicas
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Propiedades moleculares

m  Densidad electrdnica.

p(F =N/-”/|\P(£1,£2,...,£N)|2dw1d£2...dCEN

:  ; _ . Suma sobre orbitales
En la aproximacion de Hartree—Fock: _, ocupados

p(F) =2 ) |9 (D)

tal que [ p(¥)d¥r = N

dimetil éte
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Momento dipolar

i

N

fo (5

()

M
r; | Ydxridxs...d¥Nn + Z ZARA
A

M
Fp(F)dF + > ZaRa
A
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m Potencial electrostatico

_y
V(7) = M dr’
¥ — 1]

pt(T)

Cuando una molécula A interactua con

otra B, la energia electrostatica es

Eel

= p(7)
+ contrib nuclear

= [ Va® pen(@) dF

mero de agua
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s (Cargas atémicas. En términos de las funciones base

N/2

K K
o =33 Putu®6u® s Par =23 CuaCl
n v a

N

[ @ dr =3 P, [ ars.0,
pv
K K K K
Z ZPMVSVM — Z(Ps)uu — ZDMH
[T 7 2

donde D = PS

Es decir:
tr(D) = tr(PS) = Z“(PS)W = N
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Ejemplo.

Funciones base:

{('blill“l’: 17“‘7K} — {&19¢29¢;7¢49”-

PS =

atomo A

/ (PS)ll
(PS)21
(PS

(PS)12 (PS)1s
(PS)zz (PS)23
(PS)3z—(PS)s3

(PS)k1 (PS)x2 (PS)ks

Ny = Z(PS)MM

HEA
Carga de Mulliken:

q(A) = Za — Z (PS)pup

Poblacion del atomo A

pEA de base orbital)

7¢K}

(PS)lK\
(PS)2x
(PS)sk

(PS)kk )

(depende de la eleccion
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Ejemplo: Dimero de agua:

+0.350

+0.427

-0.770

-0.761

+0.007

+0.377
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