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Potenciales

Dos tipos de potenciales:

Confinante Diverge asintóticamente.

ĺım
x→±∞

V (x) = ∞

No confinante El límite existe en al menos x = ∞ o x = −∞:

ĺım
x→±∞

V (x) = c

convención

↓
= 0

 Es decir, el potencial es asintótico en una o más coordenadas



Ejemplos de potenciales confinantes

Partícula en una caja de paredes

infinitas

V (x) =







0 : x ∈ [0, a]

∞ : x < 0 o x > a

Oscilador armónico

V (x) =
1

2
x2 , x ∈ (−∞,∞)



Algunos potenciales no confinantes:



Un potencial no confinante genérico:

 

Análisis clásico:

v = ±
√

2[E − V (x)]/m

En los puntos de retorno la velocidad vale cero, v = 0.

a, b: Puntos de retorno para el estado enlazado con E = E1.

c, d: Puntos de retorno para el estado no enlazado con E = E2.

E = E3: La partícula se alenta y se acelera al pasar sobre la

barrera pero sin rebotar.



Los potenciales no confinantes describen mejor a los sistemas reales.

Cuando E > 0, la partícula es libre (no confinada) en una porción del

espacio.



Medio pozo cuadrado

Condiciones a la frontera:

ψI(0) = ψII(0) = 0

ψII(L) = ψIII(L)

dψII(x)

dx

∣

∣

∣

∣

L

=
dψIII(x)

dx

∣

∣

∣

∣

L

ĺım
x→∞

ψIII(x) = 0

La función de energía potencial es

V (x) =























∞ x ≤ 0 Región I

−V0 0 ≤ x ≤ L Región II

0 x ≥ L Región III

Estados enlazados: En < 0.



Región I: ψI(x) = 0

Región II: Ecuación de Schrödinger:

− ~
2

2m

d2ψII

dx2
− V0ΨII = −|E|ψII

pues E = −|E| cuando E < 0.

Al reacomodar:

d2ψII

dx2
+ γ2ψII = 0, γ2 =

2m(V0 − |E|)
~2

La solución es:

ψII(x) = A sen γx



Región III: Ecuación de Schrödinger:

− ~
2

2m

d2ψIII

dx2
= −|E|ψIII

O bien:

d2ψIII

dx2
− α2ψIII = 0, α2 =

2m |E|
~2

La solución es:

ψIII(x) = De−αx

Por las condiciones a la frontera, se obtiene el sistema de ecuaciones:

A sen γL = De−αL

γA cos γL = −αDe−αL

A partir de estas ecs, se obtiene:

αL = −γL cot γL

Ecuación trascendente

para E



Las energías de los estados enlazados son:

En = −V0 +
~
2

2mL2
ρ2n , n = 1, 2, . . . , nmax

donde los valores ρn son las soluciones de

√

2mL2V0/~2 − ρ2 = −ρ cot ρ

tales que

ρn = γnL , ρmax =
√

2mL2V0/~2 .



Las soluciones de la ec. transcendente son las intersecciones de f(ρ) y g(ρ):

⇒ nmax depende de m,L, V0; debe satisfacer:

V0 ≤ (2nmax + 1)2
π2

4

~
2

2mL2



Las funciones de onda normalizadas son:

ψn(x) =























0 x ≤ 0 Región I

An sen γnx 0 ≤ x ≤ L Región II

Dne
−αnx x ≥ L Región III

donde

An =

[(

L

2
+

1

4αn

)

− 1

4

(

sen(2γnL)

γn
+

cos(2γnL)

αn

)]−1/2

Dn = Ane
αnL sen(γnL)

αn =
√

2m|En|/~2



La probabilidad de que la partícula esté en la región clásicamente prohibida

es:
Pn(x > L) =

∫ ∞

L
|ψIII(x)|2dx =

∫ ∞

L
D2

ne
−2αnxdx

Pn ∼ e−
√
m; disminuye al

aumentar m.

Pn disminuye al aumentar L.



Actividad opcional:

Rutina de Mathematica para el medio pozo:



Pozo cuadrado

Considerar los estados ligados de una partícula bajo la acción del potencial

confinante:

V (x) =







−V0 : −L ≤ x ≤ L

0 : |x| > L



La función de onda satisface:

Región I:
d2ψ

dx2
− k2ψ = 0 solución: ψI

Región II:
d2ψ

dx2
+ α2ψ = 0 solución: ψII

Región III:
d2ψ

dx2
− k2ψ = 0 solución: ψIII

donde

k =
−
√
−2mE

~

α =
−
√

−2m(Vo + E)

~



Condiciones a la frontera:

ψ finita cuando x→ ±∞ (cuadrático – integrable)

ψ debe ser continua:

ψI(−L) = ψII(−L)

ψII(L) = ψIII(−L)

ψ debe tener primeras derivadas continuas:

dψI

dx

∣

∣

∣

∣

x=−L

=
dψII

dx

∣

∣

∣

∣

x=−L

dψII

dx

∣

∣

∣

∣

x=L

=
dψIII

dx

∣

∣

∣

∣

x=L



Solución par: ψp(−x) = ψp(x)

ψp(x) =















ψI(x) =Nekx Región I

ψII(x) =N
e−kL

cosαL cosαx Región II

ψIII(x)=Ne
−kx Región III

donde

k = α tan(αL) (1)

Se trata de una ecuación trascendente para E.

N es la constante de normalización.



Solución impar: ψi(−x) = −ψi(x)

ψi(x) =















ψI(x) =Nekx Región I

ψII(x) =−N e−kL

senαL senαx Región II

ψIII(x)=−Ne−kx Región III

donde

k = −α cot(αL) (2)

⇒ Ésta también es una ecuación trascendente para E.

Sólo E que satisfacen (1) u (2) son permitidas (cuantización).

Además:

n− 1 <
b

π
< n,

donde b = L
√
2mVo/~.



x

Ψ(x)

−L L

⇐ ⇒
no clásico no clásico

Estado basal

I II III



x

Ψ(x)

−L L

⇐ ⇒
no clásico no clásico

Primer estado excitado

I II III



La densidad de probabilidad en las regiones clásicamente prohibidas

decae exponencialmente con la distancia al pozo:

|ψI(x)|2 = |N |2 e2kx |ψIII(x)|2 = |N |2 e−2kx

Cuando la masa de la partícula aumenta, disminuye la probabilidad de

encontrarla fuera del pozo.



Barrera cuadrada

Región:

V (x) =















0, x < 0 I

V0 > 0, 0 ≤ x ≤ L II

0, x > 0 III

+

Condiciones a la frontera



La función de onda:

ψI(x) = A1e
ik1x +B1e

−ik1x

ψII(x) = A2e
k2x +B2e

−k2x 6= 0

ψIII(x) = Ceik1x

donde:

k1 =

√

2mE

~2

k2 =

√

2m(V0 − E)

~2

Las condiciones a la frontera proporcionan información sobre las

constantes.



Esquemáticamente:

Re[ψ(x)]

Tomado de:

F. S. Levin, An Introduction to

Quantum Theory, Oxford Uni-

versity Press, 2002

Probabilidad de reflexión en la barrera:

R =
(amplitud reflejada)2

(amplitud incidente)2
=
B2

1

A2
1

Probabilidad de transmisión por la barrera:

T =
(amplitud transmitida)2

(amplitud incidente)2
=
C2

A2
1

Otra posibilidad:

V (x) = V0 sech
2

( x

2b

)

Potencial simétrico de Eckart.



La probabilidad de transmisión es

T =

[

1 +
(eκL − e−κL)2

16ε(1 − ε)

]−1

donde

κ =

√

2m(V0 − E)

~
, ε = E/V0

Cuando κL≫ 1:

T ≈ 16ε(1 − ε)e−2κL

Ver:

P. Atkins, J. de Paula, Physical Chemistry,

9th edn., W. H. Freeman &Co. 2010



Efecto túnel

Penetración de una partícula en una región clá-

sicamente prohibida o su paso a través de una

barrera de potencial.

Es relevante en física y química.

Hay evidencia experimental de su existencia.

Se explica con la mecánica cuántica.



Análisis clásico:

v(x) = ±
√

2[E − V (x)]/m

En los puntos de retorno: v(xr) = 0.

Valores permitidos: x ∈ [xr1 , xr2 ].



Ejemplos

1. Rotación interna en una molécula

2. Inversión de amoniaco.



3. Cinética química

Modificación a la ecuación de Arrhenius:

k = σAe−Ea/RT

σ: Factor de tunelaje; importante para transferencia de H



4. Decaimiento radiactivo

Por ejemplo, para 238U:

r0 = 3× 10−14 m, V1 = 1.4× 10−12 J, Eα = 6.7 × 10−13 J.



Microscopía de efecto túnel

Sirve para caracterizar materiales.
– Consiste en la aplicación práctica del efecto túnel para el estudio de

superficies.

– Proporciona evidencia directa del fenómeno.

Conferencia Nóbel:

https://www.nobelprize.org/prizes/physics/1986/binnig/lecture/

https://www.nobelprize.org/prizes/physics/1986/binnig/lecture/


Introduction to Scanning Tunnelling Microscopy

C. Julian Chen.

2nd. edn., Oxford University Press, New York, 2007.

I ∼ e−kz



Ver además:

A Boy And His Atom:

The World’s Smallest Movie:

https://www.youtube.com/watch?v=oSCX78-8-q0

https://www.youtube.com/watch?v=oSCX78-8-q0
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